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Zusammenfassung

Der auf HILGER [20] zuriickgehende MafBkettenkalkiil gestattet eine einheitliche Beschreibung von (ein-
dimensionaler) Differenzial- und Differenzenrechnung. Insbesondere erwihnenswert ist hierbei, dass der
Definitionsbereich der betrachteten Abbildungen nicht die algebraische Struktur einer Gruppe besitzen
muss, sondern lediglich die topologischen Eigenschaften einer abstrakten Mafikette. Ausblickend ist man
damit in der Lage, diskrete und kontinuierliche dynamische Systeme — im Rahmen der sog. dynamischen
Gleichungen — einheitlich zu beschreiben.

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, den axiomatischen Aufbau des MafBikettenkalkiils umfassend darzu-
legen, sowie die wesentlichen Resultate seiner Differenzial- und Integralrechnung vorzustellen.

Warnung: Die Arbeit ist nicht rigoros Korrektur-gelesen!!! Daher sind jegliche Verbesserungsvorschliage
herzlich willkommen. . .
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Einfiihrung

In der mathematischen Beschreibung dynamischer Prozesse ist die Zeit iiblicherweise entweder durch eine
reelle oder eine ganzzahlige Variable gegeben. Welche der beiden Moglichkeiten gegebenenfalls vorzuziehen
ist, héngt von dem zu modellierenden Phénomen und dem mathematischen Hintergrund ab. Auf der einen
Seite liefert die umfangreiche und gut entwickelte Theorie gewohnlicher Differenzialgleichungen eine breite
Basis, um dynamische Prozesse mit kontinuierlicher Zeit zu verstehen. Andererseits erlebt die diskrete
Dynamik in Hinblick auf die Diskretisierungstheorie und eine direkte Beschreibung diskreter Modelle
gegenwirtig eine Renaissance. Der in der Dissertation HILGER [20] entwickelte Mafkettenkalkiil gestattet
nun eine einheitliche Beschreibung sowohl kontinuierlicher, als auch diskreter dynamischer Prozesse und
birgt daher eine Reihe von Vorteilen in sich:

e Die Vielzahl analoger Resultate fiir Differenzial- und Differenzengleichungen muss nicht doppelt
bewiesen werden.

e Bei der Ubertragung von Ergebnissen aus der kontinuierlichen auf die diskrete Dynamik liuft man
nicht Gefahr, bei Analogie-Schliissen Fehler zu begehen.

e Der MaBkettenkalkiil ist derart allgemein, dass er auch ,inhomogene* Zeitskalen zulésst, wie sie
etwa bei numerischen Verfahren mit variabler Schrittweite oder gewissen impulsiven Differenzial-
gleichungen auftreten.

Gegenstand dieser Arbeit ist es nun, eine solide axiomatische Begriindung des Mafikettenkalkiils zu liefern
und darauf aufbauend eine Differenzial- und Integralrechnung zu entwickeln. Auf die Theorie dynamischer
Gleichungen wird dagegen nicht eingegangen.

Daher sollen zunéchst einige Referenzen zum Mafkettenkalkiil gegeben werden, welche sich in folgende
Gruppen einteilen lassen und wobei keinerlei Anspruch auf Vollstédndigkeit erhoben wird:

Allgemeine Resultate: Neben der oben schon erwidhnten Arbeit HILGER [20], besitzen auch AULBACH
[5], AULBACH & HILGER [6, 7] und HILGER [21, 22] einfithrenden Charakter, wobei die beiden letztge-
nannten am umfangreichsten sind. Hier werden die Konzepte der Stetigkeit, Differenzierbarkeit und der
Stammfunktionen auf MaBketten entwickelt. Ferner ist an dieser Stelle noch HILGER [25] zu nennen.
Als Monographien sind mittlerweile LAKSHMIKANTHAM, SIVASUNDARAM & KAYMAKGALAN [34] und
BOHNER & PETERSON [10]") aufzufithren, wovon erstere aber bedauerlicherweise nicht sehr sorgfiltig
geschrieben wurde. Beide beinhalten eine Vielzahl zusétzlicher Referenzen. Weiterfithrende Resultate
zum MaBkettenkalkiil liefern des Weiteren AGARWAL & BOHNER [2] (Taylor’sche Formel, Regel von
de I'Hospital) oder HILGER [26] (spezielle Funktionen, Fourier und Laplace-Transformationen). Ein
Riemann-Stieltjes-Integral fiir stetige Integranden wird in SAILER [40] entwickelt.

Eine Reihe technischer Schwierigkeiten verschwinden, wenn man sich auf sog. homogene Zeitskalen —
welche genau Differenzial- und Differenzengleichungen beschreiben — beschrinkt, wie in DOFFINGER [14]
geschehen.

Dynamische Gleichungen: Dynamische Gleichungen sind die Verallgemeinerung (nichtautonomer)
gewohnlicher Differenzial- und Differenzengleichungen im Rahmen des Mafikettenkalkiils. Nahezu samtli-
che oben genannten Arbeiten beschéftigen sich auch auf einfithrendem Niveau mit ihnen. Die bekannten
Sétze von Peano und Perron werden in KAYMAKQALAN [29] fiir endlich-dimensionale Gleichungen bewie-
sen. Qualitative Resultate iiber das asymptotische Verhalten dynamischer Gleichungen sind bei BOHNER
& LuTz [8] zu finden. Weitere Arbeiten die sich mit Anfangswertproblemen beschéftigen sind ANDERSON
& PETERSON [4], ERBE & PETERSON [16] (Vergleichsresultate), LAKSHMIKANTHAM & SIVASUNDARAM
[31] (Lyapunov-Funktionen) oder ZAFER, KAYMAKGALAN & OzGUN [43] fiir asymptotische Eigenschaften
von Gleichungen héherer Ordnung.

Randwertprobleme: Es gibt eine wachsende Anzahl von Arbeiten iiber Randwertprobleme fiir dyna-
mische Gleichungen, welche von ERBE & HILGER [15] initilert wurden. Neuere Resultate liefern wieder
ERBE & PETERSON [16, 17] (positive Losungen).

DEine frithe Version des ersten Kapitels findet man in BOHNER & PETERSON [9].
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Invariante Mannigfaltigkeiten: Eine allgemeine Theorie fiir Zentrumsmannigfaltigkeiten nichtau-
tonomer Gleichungen wurde bereits in HILGER [20] entwickelt. Die Existenz und Glattheit pseudo-
hyperbolischer invarianter Mannigfaltigkeiten wurde in HILGER [23] bewiesen und ein Satz von Hartman-
Grobmann kann bei HILGER [24] gefunden werden.

Diskretisierung: Die Diskretisierungstheorie beschéftigt sich mit folgender Problemstellung: Welche
qualitativen Eigenschaften eines kontinuierlichen dynamischen Systems bleiben unter Diskretisierung mit
einem numerischen Verfahren erhalten? Ein erster Schritt derartige Fragen im Rahmen des Maflketten-
kalkiils zu behandeln, wurde in HILGER & KLOEDEN [27, 28] gemacht. Hinsichtlich der Diskretisierung
invarianter Mannigfaltigkeiten beinhaltet KELLER [30] sehr allgemeine Ergebnisse.

Bemerkungen zur Notation

Auf diesen ersten Seiten sollen einige Bezeichnungen und Sachverhalte dargelegt werden, die fiir alles
Weitere grundlegend sind.

Allgemeine Bezeichnungen: Wie in der mathematischen Literatur iiblich bezeichnet

N die natiirlichen Zahlen {1,2,3,...},

Ny | die nichtnegativen ganzen Zahlen {0,1,2,...},
Z die ganzen Zahlen {...,—2,-1,0,1,2,...},

Q den Korper der rationalen Zahlen,

R den Korper der reellen Zahlen,

RS‘ die nichtnegativen reellen Zahlen und
C

den Korper der komplexen Zahlen.

Die leere Menge kennzeichnen wir mit dem Symbol (). max A, min A, sup A und inf A stehen fiir das
Maximum, das Minimum, das Supremum bzw. das Infimum einer (geordneten) Menge A. Fiir Teilmengen
A, B C T eines Korpers F (engl. field) und ein o € F schreiben wir

A+B:={a+beF:ac Abec B}, aA:={aaeF: acA}.

Lineare Rdume und Abbildungen: Ist P ein topologischer Raum und A C P, so kennzeichnet A den
topologischen Abschluss der Menge A und 0A := AN (X \ A) ihren Rand.

Mit & und Y bezeichnen wir i.Allg. normierte Rdume iiber dem Kérper F = R oder F = C; fiir ihre Norm
schreiben wir ||-|| , respektive |-||y, oder nur [-||, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht. Fiir zo € X
und € > 0 ist die offene Kugel um ¢ mit Radius € als B.(zo) := {z € X : ||z — xo||, < €} definiert.

Wichtige Klassen linearer Riume bilden die stetigen Homomorphismen £(X’; Y) zwischen X und Y und
die stetigen Endomorphismen £(X) := L(X;X) auf X. Fiir ein T € £(X;)) normieren wir sie mit der
induzierten Operatornorm
||THL(X;3;) = sup [Tz,
llzll x=1
und wir schreiben im Fall X =} héiufig abkiirzend ||T'[| fiir |7, ). Die identische Abbildung auf dem
linearen Raum X wird mit Iy bezeichnet.

Abbildungen und Funktionenrdume: Bezeichnen A;, As und B drei beliebige (nichtleere) Mengen

und F(A;, B) die Menge aller Abbildungen von A; (i € {1,2}) nach B, so wird fiir (nichtleere) Teilmengen
Fi(4;, B) C F(A;, B) definiert

o ) f(-,a2) € F1(A1, B) fiir alle agy € Aa,

(F1 x F2) (A1 x A, B) := {f Ay x Ay — B Flar, ) € Fo(As. B) fiir alle a1 € A, |-

Sind A und B Teilmengen topologischer Riume, so steht C°(A, B) fiir die stetigen Funktionen und
C™(A, B) fiir die m-mal differenzierbaren Funktionen, deren m-te Ableitung noch stetig ist (m € N),



falls A und B offene Teilmengen von Banach-Rdumen sind. Weiter steht f|4, fiir die Einschrinkung von
f auf eine Menge Ay C A. Die Fréchet-Ableitung bei einer differenzierbaren Funktion f kennzeichnen
wir mittels des Differenziations-Operators D durch Df und im Fall A C R mit f. Héingt eine Abbildung
fi(x,y) — f(z,y) differenzierbar von mehreren Variablen ab, so ist D;f ihre partielle Ableitung nach
der i-ten Verédnderlichen (i € {1,2}).

Sonstiges: Durch das Symbol [z] := max{k € Z: k <z} sei die Integer-Funktion (Gauf-Klammer)
[] : R — Z bezeichnet. Einer iiblichen Konvention entsprechend, definieren wir ,leere“ Summen geméf

l
Z Tp =0
n=~k

fir £ > [ und Elemente z, aus einem linearen Raum. Das Ende eines Beweises wird durch das
(rechtsbiindige) Symbol # gekennzeichnet.

vi



1 Ketten

Unsere Herangehensweise an einen Differenziations- und Integrations-Begriff auf abstrakten MaSlketten
erfolgt sukzessive in mehreren Schritten. Wir gehen axiomatisch vor und verallgemeinern zuerst die von
den reellen Zahlen her bekannte Ordnungsstruktur.

Definition 1.1 (Kette): Es sei T eine Menge mit mindestens zwei Elementen?) und =< eine Relation
auf T x T, welche

(i) reflexiv (t <t fir allet € T),
(i) transitiv (r < s und s <Xt impliziert r <Xt fiir alle r,s,t € T),
(iti) antisymmetrisch (s Xt und t < s impliziert s =t fiir alle s,t € T) und

(iv) total (s =t odert = s fir alle s,t € T)

ist. Dann heif$t die Relation < eine lineare Ordnung auf T und das Paar (T, %) wird als Kette bezeichnet.

Bemerkung 1.2: Ist (T, <) eine Kette und S C T eine Teilmenge, so ist auch (S, <) in kanonischer
Weise linear geordnet. Man nennt S dann eine Teilkette von (T, <).

Beispiel 1.3: (1) Fiir jede mehr als zwei-elementige Teilmenge T C R ist (T, <) eine Kette. Mittels der
Konvention —oo < t < oo fiir alle ¢t € R ist auch fiir R := RU {—o00, 00} eine Kette (R, <) erklért.

(2) Ist X eine Menge, so definiert die Mengeninklusion C auf jeder totalen? und mehr als zwei-elementigen
Teilmenge T C P(X) eine lineare Ordnung, welche (T, C) zur Kette macht.

(3) Die Funktion f : R — R sei (lokal) Lipschitz-stetig und ¢ bezeichnet die allgemeine anfangszeitun-
abhéingige Losung der autonomen skalaren Differenzialgleichung & = f(z). Dann wird auf ihrer Losungs-
menge T := {¢ : Jnax(§) X R — R| £ € R} durch die Relation

®1 j Y2 = Y1 (075) S @2(075)
eine lineare Ordnung erklért.

Damit sind wir in der Lage, einige grundlegende Begriffe der Ordnungstheorie einzufiihren. Zunéchst ist
es bequem, die Relation

s<t & s=<tunds#t, (1.1)
sowie die Intervallschreibweise
T, ={teT:t=<71}, TS ={teT: 7=t}
(rys)p:={teT:r=<t=<s}, rys)p:={teT: r=t=<s}, (1.2)
(ryslp:={teT:r=<t=<s}, rslp={teT:r=t=s}

mit 7,7, € T auch auf beliebigen Ketten zur Verfiigung zu haben. (r,s); heifit offenes, [r,s];
abgeschlossenes T-Intervall, wogegen man [r, s)p, (7, s]p, T; und T als halboffen bezeichnet. Dass diese
Namensgebung auch topologisch sinnvoll ist, zeigt sich im néchsten Kapitel 2.

Beispiel 1.4: Wie wir durch den Index verdeutlichen, héngen die oben definierten Intervalle von der
jeweiligen Kette (T, <) ab, was durch das Beispiel (0,1), = 0 und (0,1)r # 0 demonstriert wird. Selbst
bei einer festen Kette — wie etwa (Z, <) — konnen verschiedene Intervallsymbole die gleiche Menge
charakterisieren: [1,1], = (0,1], = [1,2), = (0,2), = {1}.

1
2)

Die Bedeutung dieser Voraussetzung wird in den Beweisen der Sétze 4.10 und 4.32 transparent.
Im Sinne von Definition 1.1(iv).



2 1. Ketten

Definition 1.5 (T-Beschrénktheit): Es sei (T, <) eine Kette und S C T eine Teilmenge.

(a) S heifst nach oben T-beschrinkt , falls es ein tT € T gibt mit t < ¢+ fiir alle t € S und t+ wird
dann als obere T-Schranke von S bezeichnet,

(b) S heifit nach unten T-beschrinkt , falls es ein t— € T gibt mit t— <t fiir allet € S und t~ wird
dann als untere T-Schranke von S bezeichnet,

(c¢) schlieflich heifit S T-beschrinkt , wenn S nach oben und nach unten T-beschrinkt ist.

Ferner bezeichnen —oo und oo die universellen adjungierten unteren und oberen Schranken der Menge T
aufSerhalb von T: —oo <t < oo fiir allet € T.

Definition 1.6 (T-Supremum, T-Infimum, T-Maximum, T-Minimum): Gegeben seien eine Ket-
te (T, =) und eine Teilmenge S C T.

(a) Ein o™ € T heifit T-Supremum von S, falls ot die kleinste obere T-Schranke von S ist, d.h. falls
at eine obere T-Schranke ist und jedes 3 € T mit 3 < aT keine obere T-Schranke von S ist; wir

schreiben dann supg S == o™,

(b) ein o= €T heifst T-Infimum von S, falls o~ die grifite untere T-Schranke von S ist, d.h. falls o~
eine untere T-Schranke ist und jedes 8 € T mit a= < 3 keine untere T-Schranke von S ist. Wir
schreiben dann infr S = o™,

(c) im Fall supp S € S bzw. infr S € S sprechen wir von einem T-Mazimum maxt S bzw. von einem
T-Minimum ming .S der Menge S.

Jede Teilmenge einer Kette (T, <) hat offenbar hochstens ein T-Supremum und hochstens ein T-Infimum.

Bemerkung 1.7: (1) Per definitionem miissen supy S und infy S im Falle ihrer Existenz zu T, aber nicht
notwendigerweise zur Menge S gehoren.

(2) Da auch das Paar (R, <) eine Kette ist, haben wir mit den beiden obigen Definitionen die Bezeich-
nungen R-Schranke, R-Supremum und R-Infimum eingefiihrt, welche mit den bekannten Begriffen aus
der reellen Analysis iibereinstimmen. Offensichtlich ist fiir eine vorgegebene Teilmenge S C T mit T C R
jede obere T-Schranke auch eine obere R-Schranke, wogegen nicht jede obere R-Schranke eine obere
T-Schranke ist.



2 Die Ordnungstopologie

Wir demonstrieren nun, dass eine lineare Ordnung auf einer Menge eine Topologie induziert.

Satz 2.1 (Ordnungstopologie): Es sei (T, =) eine Kette und By C P(T) die Familie aller T-Intervalle
der Form (a,b)y, [mintT,b); (falls T nach unten T-beschrinkt ist) oder (a,maxtT]y (insofern T
nach oben T-beschrinkt ist) fir a,b € T. Dann ist By eine Basis genau einer Topologie auf T, der
sog. Ordnungstopologie. Deren Elemente sind beliebige Vereinigungen der Intervalle aus Br.

Beweis: Zuniichst liegt jedes ¢ € T in wenigstens einem Element von Br: Das T-Minimum von T (falls
existent) in [mint T,b);, das T-Maximum (falls existent) in (a, maxp T]; und jedes andere t € T in
(a,b)q. Ferner ist der Durchschnitt zweier Mengen aus Br entweder leer oder wieder in By, wie man
einfach verifiziert. Nach LANG [35, p. 23] ist Br dann eine Basis genau einer Topologie auf T. #

Korollar 2.2: Auch die Mengen der Form
(a,00)p :=={te€T:a<t}, (—00,b)p :={teT: t<b} (2.1)
sind fir alle a,b € T offen.

Beweis: Existiert das T-Maximum von T, so gilt (a,c0); = (a, maxt T]; € Br und andernfalls ist
(a,00)p = U (a,t)p,
a<t

somit also offen. Analog schlieBt man fiir (—o0,b);. #

Bemerkung 2.3: (1) Die Mengen aus Korollar 2.2 bilden eine Subbasis der Ordnungstopologie.

(2) Kaum relevant, aber erwihnenswert erscheint es, dass jede geordnete Menge T als Ordnungstopologie
die indiskrete Topologie, mit den einzigen offenen Mengen () und T, besitzen kann. Sie wird von der
linearen Ordnung = < y & x = y erzeugt.

Damit stehen uns mit einem Schlag sdmtliche topologischen Begriffe, wie Umgebungen, Abgeschlossenheit,
Zusammenhang zur Verfiigung. Ebenso ldsst sich die Stetigkeit von Abbildungen f : T — X in einen
topologischen Raum X" erkldren. Von nun an seien Ketten stets mit der Ordnungstopologie versehen.

Ohne detailliertere Begriindung geben wir noch einige Eigenschaften der Ordnungstopologie an:

Satz 2.4 (Separiertheit der Ordnungstopologie): Die Ordnungstopologie auf einer Kette (T, <) ist
normal Y und damit insbesondere requlir® und Hausdorff’sch.

Beweis: Siehe FUHRER [18, pp. 76-77, 9.20 Beispiel]. #
Bemerkung 2.5: Wie in FUHRER [18, p. 141, A3] demonstriert, kann man sogar zeigen, dass T in der
Ordnungstopologie ein T5-Raum ist, d.h. er ist 77 und sdmtliche Unterrdume sind normal.

Beispiel 2.6: (1) Die Ordnungstopologie auf (R, <) ist die iibliche Topologie auf R.

(2) Die Ordnungstopologie auf der Teilkette hZ (h > 0) von (R, <) ist die diskrete Topologie; jede

einpunktige Menge ist offen, denn es gilt {t} = (¢t — h,h + h)pz € Bpz. Gleiches gilt auch fiir deren
Teilkette AN, wenn man fiir das minimale Element h beachtet, dass {h} = [h,2h), € By gilt.

(3) In der Teilkette T := [—1, 0] U { % }neN von (R, <) sind folgende Mengen T-offen bzw. T-abgeschlossen:

DEin topologischer Raum heit normal, wenn es zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Mengen stets disjunkte Umge-
bungen gibt.

2)Ein topologischer Raum P heit regulir, wenn jede abgeschlossene Teilmenge A C P und jeder Punkt & € P\ A
disjunkte Umgebungen besitzen.



4 2. Die Ordnungstopologie

T-offen T-abgeschlossen
{t} firt >0 T\ {t} firt >0
{%}nGN [_1)O]T

[—1,t] fiir t >0 | (t,1]y fiir t >0
T\ {t} firteT | {t} firteT

Nicht T-offen sind dagegen die einpunktigen Mengen {¢} im Fall ¢ < 0 und folglich ist dann T \ {¢} auch
nicht T-abgeschlossen.

Die von R induzierte Spurtopologie stimmt im Allgemeinen nicht mit der Ordnungstopologie auf einer

Teilkette iiberein.

Beispiel 2.7: Wir betrachten die Teilkette S := [0,1); U {2} von (R, <). In der Spurtopologie von R ist
die einpunktige Menge {2} offen, da sie der Schnitt der offenen Menge (%, %)R mit S ist. Aber in der Ord-
nungstopologie auf S ist {2} nicht offen: Jedes die Zahl 2 enthaltende Basiselement der Ordnungstopologie
ist von der Form [s,2) fiir ein s € S und enthélt somit stets mehr als einen Punkt.

Lemma 2.8: Ist die Teilkette S von (T, <) ein T-Intervall oder von der Form (2.1), so stimmen die von
T induzierte Spurtopologie und die Ordnungstopologie auf S tberein.

Beweis: Siche MUNKRES [36, p. 90, Theorem 5.3]. #

Weitere Aussagen iiber die Beziehung zwischen Spur- und Ordnungstopologie liefert der Satz 4.4. Wir
préasentieren noch ein Beispiel kompakter Mengen in T.

Satz 2.9: Die abgeschlossenen Intervalle [ty,t2]y (t1,t2 € T) sind kompakt in der Ordnungstopologie.

Beweis: Wir nechmen an, das Intervall [¢1,%2]; sei nicht kompakt. Dann existiert wegen der logi-
schen Negation der Heine-Borel-Eigenschaft (vergleiche LANG [35, p. 31, Proposition 3.1]) eine Familie
{[s7" SﬂT}ie ; nichtleerer abgeschlossener Intervalle aus [t1, t2]y mit

- ] _ - ot
ﬂ[5i75i]'[r_®’ m[‘sj"sjhﬁé@
il jeJ
fiir alle endlichen Teilmengen J C I der Indexmenge I. Insbesondere gilt fiir beliebige i1,i2 € I

[max{sll, 22} mln{s’n’ ’LQ ] [81—1’8’:]11‘0 [ 127 12] #Q)

Daraus folgt max {5217 22} = min {5217 22} also auch s; =< s . Dies zieht aber sup;c;s; =< infjer s;
nach sich und es resultiert

0 # [supsl,mfs } gﬂ[si’,sﬂTZQ),
el T el
Das ist ein Widerspruch. #



3 Sprungoperatoren

Wegen folgendem Beispiel verhalten sich Ketten (T, <) im Hinblick auf den Zusammenhang uneinheitlich.

Beispiel 3.1: In der mittlerweile bekannten Menge T := [—1, 0]z U {%}HGN C R aus dem obigen Beispiel
2.6(3) wurde festgestellt, dass die einpunktige Menge {1} T-offen und T-abgeschlossen ist. Demzufolge
ldsst sich T als Vereinigung zweier disjunkter nichtleerer T-offener Mengen T = {1} U(T \ {1}) schreiben
und ist damit unzusammenhéngend. Auf der anderen Seite ist etwa (R, <) zusammenhéngend.

Diese topologische Mangelerscheinung behebt man durch die Einfithrung sog. Sprungoperatoren.
Definition 3.2 (Sprungoperatoren): Fiir jede Kette (T, =) definieren wir durch

p+(t)::{infqy{s€71‘:t<s} fir{seT:t<s}#0

maxp T fir{seT:t<s}=0"
— () e supp{s €T: s<t} fir{seT:s=<t}#0
pot) = ming T fir{seT:s=<t}=10

den Sprungoperator p™ : T — T und den Riicksprungoperator p— : T — T.

Bemerkung 3.3: (1) Diese Operatoren sind wohldefiniert, obwohl bislang nicht gefordert wird, dass
(T, =) ,vollstéindig® ist. Ferner haben sie fiir beliebiges ¢ € T die Eigenschaften
t=pt(t), p(t) =t
pT(T\ {maxy T}) C T, p~ (T\ {minp T}) C T. (3.1)

(2) Dem Fall {s € T: ¢t < s} = 0 entspricht genau die Situation, dass T nach oben T-beschrinkt mit
t = maxt T ist. Entsprechendes gilt fiir das T-Minimum beim Riicksprungoperator p~.

Beispiel 3.4: (1) Dass in den Beziehungen (3.1) sowohl Gleichheit, als auch eine echte Mengeninklusion
bestehen kann, zeigen die folgenden Teilketten Ty, To von (R, <) mit

1 1 1
T, := {} , maxt, T1 = 1, pt (=)= fiir alle n > 2,
nJ e n n—1
Ty := 1 u{0} ming, Ty =0 _(l)— ! fiir alle n € N
T neN 7 22 P Cn+1
und folglich
1
(T 1H =T (T 0}) =4 —— C Ts,.
p (T \ {1}) =Ty, p~ (T2 \ {0}) nrif T

(2) Fiir die Teilkette Z + [0, 0]g (o € [0, 1]g) der Kette (R, <) lauten die Bilder der Sprungoperatoren
p+(Z + [0, U]]R) =Z+0, U)]R ) p~(Z+10, U]R) =Z+ (0, U]R )
sie sind also nicht surjektiv.

Diese beiden Operatoren erlauben es uns, die Punkte aus T beziiglich ihrer links- und rechtsseitigen
Umgebung zu klassifizieren:

Definition 3.5 (dichte und zerstreute Punkte): Es sei (T, <) eine Kette. Ein Punktt € T heifft

rechts-dicht & pt(t)

=t, rechts-zerstreut &t < pt(t),
links-dicht = p~(t) =t, links-zerstreut <= p~(t) <t



6 3. Sprungoperatoren

Mit RD(T), RS(T), LD(T) und LS(T) bezeichnen wir die Menge aller rechts-dichten, rechts-zerstreuten,
links-dichten und links-zerstreuten Punkte aus T.

Bemerkung 3.6: Offenbar sind die Mengen RD(T) und RS(T) bzw. LD(T) und LS(T) disjunkt; sie
bilden aber im Allgemeinen keine Partition von T, wie das folgende Beispiel 3.7(3) demonstriert.

Beispiel 3.7: (1) Im Fall der Kette (R, <) gilt p~(¢) = p*(¢) = ¢ auf R und jede reelle Zahl ist rechts-
und links-dicht. Wir erhalten also RD(R) = LD(R) = R und RS(R) = LS(R) = 0.

(2) Bei der Kette (hZ,<) (h > 0) ist p*(t) =t+h > hund p~(t) = t — h < t, also ist jeder Punkt rechts-
und links-zerstreut. Hier ist RS(hZ) = LS(hZ) = hZ und RD(hZ) = LD(hZ) = 0.

(3) Ordnet man T := [-1,0]; U {1} _ U[2,3]; U{4} wie R, so erhilt man die Punkttypen:

nEN

rechts-dicht und links-dicht tte[-1,0]g U(2,3)g,
rechts-dicht und links-zerstreut it =2,
rechts-zerstreut und links-dicht 1t =3,

rechts-zerstreut und links-zerstreut: ¢ € {%}n o

(4) Bei der Menge Z + [0, 0], (0 € [0,1];) aus Beispiel 3.4(2) erhilt man

RD(Z+0,0]g) =Z+[0,0)g, LD(Z+0,0]g) =Z+ (0,0,

Z+{c} firocel0,1)g Z fir o€ 0,1),

RS(Z+[OaU]R):{ 0 fiiroc =1 ’ LS(Z +[0,0lg) = {Q) firo=1

Eine notwendige und hinreichende Beschreibung der zerstreuten Punkte liefert das folgende Resultat:

Satz 3.8 (Charakterisierung zerstreuter Punkte): Fs sei (T, =) eine Kette. Dann gilt:

(a) Der Punktt € T ist genau dann rechts- (bzw. links-) zerstreut, wenn es ein s € (t,00)p (bzw. s €
(—o0,t)p) gibt mit (t,s)p =0 (bzw. (¢,8)p =0),

(b) istt € T rechts- (bzw. links-) zerstreut, so ist das nach (a) ezistierende s € T eindeutig bestimmt,
und zwar gilt s = pT(t) (bzw. s = p~(t)),

(c) istt € T rechts- (bzw. links- ) zerstreut, so ist pt(t) links-zerstreut (bzw. p~ (t) rechts-zerstreut) und
es gilt p~ (p*(t)) =t (bzw. p*(p™(t)) =1t).

Beweis: O.B.d.A. betrachten wir nur einen der beiden beschriebenen Fille.

(a) (=) Es sei t < pT(t). Fiir s := p*(¢) gilt dann (¢, s); = 0, denn ein r € (¢, s); wiirde der Definition
des Sprungoperators pt widersprechen.

(<) Essei s € T mit ¢ < s und (¢, s); = 0. Dann gilt nach der Definition von p* die Beziehung p* (t) = s
und damit ¢ < pT ().

(b) Die Annahme s < p™(t) widerspricht der Definition von p* und die Annahme p™*(t) < s liefert einen
Widerspruch zur Beziehung (¢, s)p = 0.

(c) Mit dem bislang Bewiesenen folgt die Implikationskette:

(b (a) _
te RS(T)= (t,p" (1)), =0 = p(t) € RS(T) und p~(p™ (t)) = t.
Damit ist alles gezeigt. #
Beispiel 3.9: Wir untersuchen wieder T := [—1, 0];U{ 2 }neN ,3]gU{4}. Die rechts-zerstreuten Punkte
sind 3, 1 und — fiir n € N. Die nach Satz 3.8 eindeutig bestlmmten jeweiligen ,,rechten Nachbarn“ lauten

4,2 und 2 = fur n E N. D1e links-zerstreuten Punkte sind 4, 2 und 2 — fiir n € N mit ihren jeweiligen ,linken
Nachbarn® 3, 1 und n+1 fir n € N.



Wir beschreiben nun die dichten Punkte.

Satz 3.10 (Charakterisierung dichter Punkte): Es sei (T, <) eine Kette. Dann gilt:

(a) Der Punkt t € T ist genau dann rechts- (bzw. links-) dicht, wenn fir jedes s € (t,00)p (bzw.
jedes s € (—00,t)y) die Beziehung (t,s)p # 0 (bzw. (s, t)p #0) gilt,

(b) istt € T rechts-dicht und nicht T-mazimal (bzw. links-dicht und nicht T-minimal), so existiert zu
jeder Umgebung U von t eins € U mitt < s (bzw. s <t) und [t,s]; CU (bzw. [s,t]; CU).

Bemerkung 3.11: Man beachte, dass sich das eventuell vorhandene Extremum von T in die Aussage
(a) des Satzes einordnet.

Beweis: Die Aussage (a) ist das logische Gegenteil der Aussage (a) des Satzes 3.8 und bedarf daher
keines Beweises. Bei (b) geniigt es wieder, sich auf rechts-dichte Punkte zu beschriinken.

Es sei U C T eine beliebige Umgebung von ¢ € T. Dann existieren r, s € T mit (r,s); C U. Es gibt dann
ein ¢ € (r, s)p mit ¢ < ¢ und wegen Teil (a) gilt (¢,£), # 0. Also gilt die Inklusion [¢,#], C (r,s)p CT. #

Beispiel 3.12: Fiir T:= [1,0]5 U {}},  UI[2,3]p U {4} ist

RD(T) = [~1,0]5 U [2,3)s U {4}, LD(T) = [~1,0]g U (2,35 .

Schliefllich kommen wir noch zu einer topologischen Eigenschaft von Ketten:

Satz 3.13 (Umgebungsbasen in Ketten): Es sei (T, <) eine Kette. Jedes t € T besitzt dann eine
Umgebungsbasis aus kompakten Intervallumgebungen. Also ist jedes Intervall von T lokal-kompakt.

Beweis: Jede Umgebung von ¢t € T enthilt eine ¢ enthaltende offene Menge, die wiederum ein ¢ enthal-
tendes offenes Intervall (¢q,t2)p mit ¢1,% € T umfasst.

1. Fall: t € LS(T) oder minimal. Setze t~ :=t.

2. Fall: ¢t € RS(T) oder maximal. Setze t1 :=t.

3. Fall: t € LD(T) und nicht minimal. Dann existiert ein s € (¢1,t2) mit s < ¢; setze t~ :=s.

4. Fall: t € RD(T) und nicht maximal. Dann existiert ein s € (¢1,¢2)p mit t < s; setze t* :=s.

In jedem Fall gilt dann ¢ € [t7,¢T]p C (¢1,t2)p und [¢7,¢T]; ist eine Umgebung von ¢. #



4 Mallketten

Fiir weitere Untersuchungen ist es erforderlich, von Ketten eine gewisse ,, Vollstandigkeit“ zu verlangen.

Definition 4.1 (bedingt-vollstindige Ketten): Es sei (T,=<) eine Kette. Wir bezeichnen (T, =)
dann als bedingt-vollstindig, wenn jede nichtleere und nach oben T-beschrinkte Teilmenge von T ein
T-Supremum besitzt.

Beispiel 4.2: (1) Beziiglich der natiirlichen Ordnung < sind die R-abgeschlossenen Mengen R und hZ
bedingt-vollstéindig, Q oder {x € [0,1]; : = & Q} dagegen nicht.

(2) In der Kette (R, <) ist die Teilmenge S := (—00, 0)rU(1, 0o)r nicht bedingt-vollstéindig, denn (—oo, 0)r
besitzt kein Supremum und (1, 00)g kein Infimum in S. Die Situation abgeschlossener oder halb-offener
Liicken in der Kette — wie etwa bei (—00, 0]z U (1, 00)p oder (—o0,0]p U[1,00)p — stellt dagegen keinen
Widerspruch zur bedingten Vollstéindigkeit dar.

Es liegt relativ nahe, eine notwendige Bedingung dafiir anzugeben, dass eine Kette bedingt-vollstandig
ist. Wie das Beispiel hZ zeigt, ist sie aber nicht hinreichend.

Lemma 4.3: Jede (beziiglich der Ordnungstopologie) zusammenhdingende Kette (T,=) ist bedingt-
vollstindig.

Beweis: Siehe FUHRER [18, p. 84, 10.3 b) Bemerkungen und Beispiele]. #

Der fundamentale Charakter bedingt-vollstéindiger Ketten kommt in den folgenden Sétzen zum Aus-
druck. Sie demonstrieren, dass die Ubertragung wichtiger Eigenschaften der reellen Zahlen auf andere
,Zeitskalen“, insbesondere auf hZ, bei topologischer Interpretation nur schwer, bei ordnungstheoretischer
Betrachtung dagegen verhéltnisméfig unproblematisch vollzogen werden dann.

Zunéchst untersuchen wir, wie sich ordnungstopologische Eigenschaften einer Kette auf Teilmengen ver-
erben:

Satz 4.4 (Eigenschaften der Spurtopologie): Fiir die Teilmenge S der Kette (T, <) seien folgende
Aussagen gegeben:

(a) S ist T-abgeschlossen,
(b) (S, =) ist bedingt-vollstindig,
(¢) die Ordnungstopologie auf S ist feiner als die von T induzierte Spurtopologie,

(d) die Ordnungstopologie auf S stimmt mit der Relativtopologie iberein.

Dann gilt die Implikationskette (a) = (b) = (¢) = (d).

Beispiel 4.5: (0,1) ist bedingt-vollstéandig in (R, <), aber nicht abgeschlossen. Damit ist die Implikation
(a) = (b) nicht umkehrbar. Ferner erfiillt R \ {0} die Aussagen (c) und (d), aber nicht (b).

Beweis: (a) = (b) Es sei U C S nichtleer und T-beschrénkt nach oben. Dann existiert das Supremum
at :=supp U € T. Nehmen wir an, es gilt a™ ¢ S, so existiert eine offene Intervallumgebung (¢1,t2)p von
at mit t1,to € Tund a® € (t1,t2)p C T\ S, weil T\ S offen ist. Wegen U C S gilt dann (t1,t2);NU = 0.
Andererseits ist t; < at < t5 und damit ist o™ nicht kleinste obere Schranke.



(b) = (c) Die Mengen der Form (ti,t2)y NS mit t1,to € T U {—o00,00} bilden ein Basissystem der
Relativtopologie von S. Wir zeigen nun, dass sie S-offen sind. Fiir beliebige ¢1,t5 € T gilt mit

at:i=sup{se€S:s=<t}, a” :=inf{s €S : t3 < s}

némlich (o™, a7 ) NS = (t1,t2)r NS, wobei die linke Menge S-offen ist. Sofort aus der Definition folgt
at <ty und ¢ < a7, also (at,a™); NS C (t1,t2)p N S. Nimmt man nun umgekehrt fiir beliebiges
s € (at,a7)p NS an, dass s < t; ist, so resultiert s € {¢t € S: t < ¢1} und weiter der Widerspruch
s < at. Es gilt also t; < s und mit einer dualen Uberlegung s < to. Dann folgt s € (at,a™); NS und
wir erhalten (o™, a7 ); NS C (t1,t2)p NS,

(¢) = (d) Ein S-offenes Intervall hat die Form (s1, s2)y NS fiir s1,s2 € S und ist damit relativ-offen. #

Wir verzichten vorlaufig auf den Beweis der folgenden beiden Sitze 4.6 und 4.8, da sie sich spéter aus
einem allgemeineren Resultat in Satz 4.10 ergeben werden.

Satz 4.6 (Induktionsprinzip): Es sei (T, <) eine bedingt-vollstindige Kette, 7 := miny T fixziert und
{‘A(t)}teiri eine Familie von Aussagen, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) A(t) ist wahr,
(i) fiir jedes t € RS(TT) gilt A(t) = A(pt(¢)),
(iii) zu jedem t € RD(T)) existiert eine Umgebung U C T mit A(t) = A(s) fiir alle s € U mit t < s,

(iv) fir jedes t € LD(TY}) gilt die Implikation: (Vs € [1,t)y : A(s) ist wahr) = A(t) ist wahr.

Dann ist A(t) fiir jedes t € T eine wahre Aussage.

Bemerkung 4.7: (1) Fiir T = N oder T = Z} sind die Bedingungen (iii) und (iv) des Induktionsprinzips
wegen LD(T) = RD(T) = () trivialerweise erfiillt. Es reduziert sich in diesem Fall auf das Prinzip der
vollstédndigen Induktion fiir die natiirlichen Zahlen.

(2) Ist T ein links abgeschlossenes reelles Intervall, so ist die Bedingung (ii) redundant. Das Induktions-
prinzip beinhaltet dann das (topologische) Beweisprinzip, dass eine nichtleere offene und abgeschlossene
Teilmenge eines Intervalls I C R schon mit I iibereinstimmen muss. Diese kontinuierliche Variante eines
,2Induktionsprinzips* benutzt DIEUDONNE [12, p. 152, Satz 8.5.1] zum Beweis grundlegender Sitze der
Differenzial- und Integralrechnung. Die dortige Darstellung gibt daher eine gute Orientierungshilfe zur
Entwicklung des MaBkettenkalkiils ab.

(3) Um Aussagen A(t) fiir alle ¢ € T nachzuweisen, kann man eine duale Variante von Satz 4.6 einsetzen.
Wir formulieren dieses duale Induktionsprinzip hier ohne Beweis: Es sei (T, <) eine bedingt-vollsténdige
Kette und 7 := maxy T fixiert. Dann ist A(¢) fiir jedes t € T, wahr, falls fiir die Familie von Aussagen

{-A(t)}te’ﬂ‘; gilt:

(i) A(7) ist wahr,

)
(ii) fir jedes t € LS(T,) gilt A(t) = A(p~ (1)),
(iii) zu jedem ¢t € LD(T;) existiert eine Umgebung U C T mit A(t) = A(s) fiir alle s € U mit s < ¢,
(iv) fur jedes t € RD(T, ) gilt die Implikation: (Vs € (¢, 7]y : A(s) ist wahr ) = A(t) ist wahr.
Satz 4.8 (Zwischenwertsatz): Es sei (T, <) eine bedingt-vollstindige Kette. Sind r,s € T, r < s und
ist f i [r,s]p — R eine stetige Funktion mit der Figenschaft f(r) <0 < f(s), so besitzt f einen Knoten
in [r, 8]y, d.h. es gibt einen Punkt t € [r, s]y mit

F0F (1) < 0] (41)
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Beispiel 4.9: Wir betrachten die Teilmenge Z + [0, 0] (o € [0, 1]g) (vergleiche Beispiel 3.4(2)) der Kette

(R, <) und die stetige Funktion f : [-1,1]; — R, f(t) := ¢ + 15%. Wie man sich leicht verdeutlicht, ist

der Knoten aus dem Zwischenwertsatz bei der vorliegenden Abbildung eindeutig bestimmt und durch
t =0 — 1 gegeben; es gilt f(o —1)f(pT(c—1)) = f(c —1)f(0) = — ("7*1)2 Fiir o = 1 erhiilt man somit
die Nullstelle ¢t = 0 von f und andernfalls besteht in Beziehung (4.1) eine echte Ungleichung.

Wie angekiindigt prisentieren wir nun ein Resultat, welches die Aquivalenz von Induktionsprinzip und
Zwischenwertsatz beinhaltet.

Satz 4.10: Es sei (T, =) eine Kette. Dann sind die folgenden Eigenschaften von (T, =) dquivalent:

(a) (T, =) ist bedingt-vollstindig,

(b) jede nichtleere, nach unten T-beschrinkte Teilmenge von T besitzt ein T-Infimum,

(c) es gilt das Induktionsprinzip aus Satz 4.6.

(d) eine Teilmenge S C T ist genau dann T-kompakt, wenn sie T-beschrinkt und T-abgeschlossen ist,

(e) es gilt der Zwischenwertsatz 4.8.

Beweis: Wir gehen in einem Ringschluss vor:

(a) = (b): Die Teilmenge S C T sei nach unten T-beschrinkt. Man wihle nun als untere Schranke
infr S:=supp{t € T: ¢t < s fiir alle s € S}.

(b) = (c): Angenommen, es existiert ein ¢ € T}, so dass A(¢) nicht erfiillt ist. Dann definieren wir
t* :=infy {t € TS : A(¢) gilt nicht}. (4.2)

(I) Wir zeigen zunéchst, dass A(t*) wahr ist:

Fall 1: ¢* ist minimal. Dann ist t* = 7 und mit (i) aus Satz 4.6 folgt die Behauptung.

Fall 2: t* € LS(T), d.h. p~(t*) < t*. Es gilt nach Definition von t* sofort A(p~(¢t*)), woraus mit
(ii) auch A(t*) = A(p™ (p~(t*))) folgt.

Fall 3: t* € LD(T). Die Behauptung folgt mit (iv).

(IT) Nachdem nun A(t*) als wahr nachgewiesen ist, erzielen wir mittels einer Fallunterscheidung auch
A(t) fiir jedes t € [r,t*]}, denn:

Fall 1: t* ist maximal. Mit (I) gilt A(¢) fiir jedes t € [1,t*];.
Fall 2: t* € RS(T). Aus A(t*) folgt mit (ii) auch A(p™ (t*)) und dann t* < p*(t*) < t*.

Fall 3: t* € RD(T). Jede Umgebung U von t* = p*(t*) enthilt ein T-Intervall [t*, s]; mit t* < s. Es
gilt nach (I) A(t*) und dann mit (iii) A(t) fiir alle t € [t*, s];, wegen (4.2) sogar fiir alle t € [, s];.
Daraus folgt t* < s < t*.

(c) = (d): Es sei [, s]; ein T-beschrénktes T-abgeschlossenes Intervall und {U;},.; eine beliebige T-offene
Uberdeckung von [, s];. Wir zeigen mittels des Induktionsprinzips fiir ¢ € [7, ]

A(t) : [7,t]p besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.

Die Nachweise von (i), (ii) und (iii) sind trivial. Fiir (iv) wihle man zunéchst ein U; aus obiger T- offenen
Uberdeckung mit ¢ € U; aus und dann ein r € U; mit r < t. Ein solches r existiert, da ¢ links-dicht ist.
Die endliche Uberdeckung von [r,7]; bildet zusammen mit U, eine endliche Uberdeckung von [r, ] ;.

Jedes T-beschriankte und T-abgeschlossene S C T ist als abgeschlossene Teilmenge eines T-beschrankten
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T-abgeschlossenen Intervalls nun selbst T-kompakt. Wére umgekehrt ein T-kompaktes S unbeschrinkt, so
liefBe sich sofort eine unendliche T-offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung angeben. Schliellich
ist jede T-kompakte Menge T-abgeschlossen.

(d) = (e): Wir nehmen an, es gilt nicht (4.1), also
0< f(r)f(pt(r)) fiir alle T € T. (4.3)

Das Urbild A := f~!((—o0,0)) und die Menge B aller oberen T-Schranken von A in [r, s] sind nichtleer.
Wir wihlen a € A, b € B. Fiir je endlich viele der T-abgeschlossenen T-Intervalle [a;, b;]; C [a, b mit
a; € A, b; € Bund i € J mit endlicher Indexmenge J gilt

() lai: bily = [maxy {a; : i € J} , ming {b; : i € J}|y # 0, (4.4)
ieJ

wegen der Kompaktheit von [a, bl also sogar U, c 4 g [ Blp # 0. Andernfalls miisste wegen der dualen
Heine-Borel-Eigenschaft (vergleiche wieder LANG [35, p. 31, Proposition 3.1]) schon ein endlicher Schnitt
solcher Intervalle leer sein, was aufgrund von (4.4) nicht moglich ist. Es existiert somit ein ¢ € [r, s]; mit
a <X c = G fir alle « € A und 8 € B. Jede Umgebung von p*(c) enthilt ein ¢ mit ¢ < ¢ oder t = s,
jedenfalls also ein ¢ mit f(t) > 0. Die Stetigkeit von f zieht f(p™(c)) > 0 nach sich und wegen (4.3) auch
f(¢) > 0. Der Punkt ¢ kann nicht links-dicht sein, da in diesem Fall jede Umgebung U von ¢ die Menge
A trifft, was einen Widerspruch zur Stetigkeit von f in ¢ bedingt. Ist ¢ € LS(T), so gilt p™(c) € A; dann
kann mit 7 := p~(¢) und p*(7) = ¢ die Annahme (4.3) nicht aufrechterhalten werden.

(e) = (a): S sei eine nichtleere nach oben T-beschrénkte Teilmenge von T, B sei die nichtleere Menge der
oberen T-Schranken von S und A die nichtleere Menge der unteren T-Schranken von B. Es seien r € A,
s € B mit r < s (T enthélt mehr als ein Element). Wir definieren die Indikatorfunktion f : [r, s]; — R,

~1 firt € A,
f(t)'_{ 1 firte B

Besitzt A kein T-Supremum und folglich B kein T-Infimum, so sind die beiden Urbilder

= = U e ) = U sl

teA teB

T-offen in [r, s]; und deshalb f stetig. Nach der Voraussetzung (e) existiert ein Punkt 7 € [r, s]; mit
f(@O) f(pt(r)) < 0. Da f keine Nullstellen besitzt, gilt sogar f(7)f(p* (7)) < 0, woraus sofort folgt
f(r) <0 < f(p*(7)). A besitzt also doch ein T-Supremum, néimlich 7, welches dann auch eines von S

ist. #

Wir nennen eine Teilmenge S C T einer bedingt-vollstdndigen Kette (T, <) eine I\ O-Teilmenge, wenn
ein Intervall I und eine T-offene Menge O existieren, so dass S = I \ O. Diese Mengen sind im folgenden
Sinne , kanonisch“ in T:

Satz 4.11 (Charakterisierung von I\ O-Teilmengen): S C Ty sei eine Teilmenge einer bedingt-
vollstindigen Kette (T1,=<1) und (Tq, =<2) eine beliebige Kette. Ferner sei f : Ty — To streng monoton
und stetig. Dann sind folgende Aussagen fiir S dquivalent:

(a) S ist eine I\ O-Teilmenge,
(b) das T1-Supremum und das T1-Infimum einer S-beschrinkten Teilmenge A C S sind in S enthalten,

(c) (S, X) ist bedingt-vollstindig und die von Ty auf S induzierte Relativtopologie und die Ordnungsto-
pologie von (S, X) stimmen tberein,

(d) (S, =) ist bedingt-vollstindig und die Restriktion f|s : S — To ist stetig.
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Beweis: (a) = (b) Die Aussage (b) ist zuniichst fiir Intervalle S oder abgeschlossene Teilmengen S
richtig. Da eine Teilmenge von der Form I\ O T-abgeschlossen in I ist, gilt (b) auch fiir diese Mengen.

(b) = (¢) Wir miissen lediglich die zweite Teilaussage in Behauptung (c) zeigen. Da die Relativtopologie
nach Satz 4.4(c) immer feiner als die Ordnungstopologie ist, machen wir die Widerspruchsannahme, sie sei
echt feiner. Dann existieren ein Punkt s € S und eine relativ offene Umgebung U = (s1,s2)p NS (1,2 €
T1) von s, die nicht ordnungsoffene Umgebung von s ist. Genau eine der beiden Mengen (s1,s), NS,
(s,82)p, NS ist leer, denn wéren beide Mengen nichtleer, so wére mit ¢1 € (s1, )y, NS, t2 € (s,82)p, NS
die Menge (tl,tg)ﬂ.l N S eine in U enthaltende ordnungsoffene Umgebung von s. Waren beide Mengen
leer, so wiire {s} eine ordnungsoffene Umgebung von t. Beide Fille fithren also auf einen Widerspruch.
Sei nun 0.B.d.A. (sl,s)Tl NS =0und ty € (S,SQ)TI N S. s kann nicht minimales Element von S sein,
denn andernfalls wire (s,t2)p, NS = (—00,t2), ordnungsoffen und in U enthalten. Das geht aber nicht.
Es folgt jetzt, dass o := sup ((—oc, s)p, NS) existiert und endlich ist. Im Fall o € S ist (o,t2)p, NS
ordnungsoffen und in U enthalten, was einen Widerspruch darstellt. Also gilt o ¢ S und das widerspricht
der Voraussetzung (b).

(¢) = (d) Die Abbildung f|s : S — Ty ist stets in der Relativtopologie stetig.

(d) = (a) Sei I der Schnitt aller Intervalle, die S enthalten und O := I\ S. Es gilt dann S = '\ O und
wir miissen nur noch zeigen, dass O offen ist. Sei dazu J ein maximales Intervall von O, d.h. fiir jedes
weitere Intervall J' von T mit J C J' C O gilt J = J’. J’ ist beschréinkt und daher genau von einem der
folgenden vier Typen t1,t5 € T:

A : J - (tl,tQ)T,
C:.J= [tl,tQ)T mit tl € LD(T),

[t1,t2)p mit £, € LD(T), t, € RD(T),

B:J= 1
D:J= (tl,tQ]T mit t2 € RD(T)

Die Behauptung ist gezeigt, wenn wir die Typen B, C' und D ausschliefen kénnen. Ist J vom Typ B,
so besitzt die Menge (—o00,t1)r NS kein Supremum in S und S kann daher nicht bedingt-vollstédndig
sein. Ist J vom Typ C, so ist f|s : S — To nicht stetig in ¢5, da fiir das Urbild des offenen Intervalls

(f(t1),00)q C Ty gilt
fsH(f(t1), 00)p) = fH((f(t1),00)p) NS = (t1,00)p NS = [t2,00)7 N S.

Dieses T-Intervall ist beziiglich der Ordnungstopologie von S nicht offen, da sich fiir den Punkt ¢5 eine
S-Ordnungsumgebung in [tz,00); N S finden lédsst. Fiir den Typ D schlieit man entsprechend. #

Satz 4.12 (Bilder und Urbilder von I\ O-Mengen): Es seien (T1,=1) und (T2, <2) zwei bedingt-
vollstindige Ketten und m : Ty — Ty eine monotone stetige Abbildung. Dann gilt:

(a) Das Urbild einer I\ O-Teilmenge unter m ist wieder eine I\ O-Teilmenge,

(b) das Bild einer I\ O-Teilmenge unter m ist wieder eine I \ O-Teilmenge.

Man kann in Satz 4.11 weder auf die Monotonie, noch auf die Stetigkeit der Abbildung m verzichten, wie
folgende Beispiele zeigen:

Beispiel 4.13: (1) Fiir T; = Ty := R mit der iiblichen Ordnung betrachte man f: R — R,

_ft+1 firt>0
f(t)'{t—l fiir t <0

f ist zwar (streng) monoton wachsend, aber unstetig und es gilt
f(R) = f((ioo’ O)R) U f([oa OO)JR) = (*007 *1)]1{ U [17 OO)]R .

Das Bild der I\ O-Teilmenge R ist also nicht bedingt-vollstédndig ((—oco, —1)p besitzt kein Supremum in
f(R)) und damit nach Satz 4.11 auch keine I \ O-Teilmenge.
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(2) Es seien Ty := (—o0, —1]g U[l,00)p, T2 :=Rund f: Ty — R,

t firt>0
f@) :—{ 1

- furt<o0
t

gegeben. Dann ist f stetig und nicht monoton. Wir erhalten als Bild der I \ O-Teilmenge T,

f(T1) = f((—o0, _1]R) U f([1, OO)R) =[-1, O)R ull, OO)]R'
Analog zu oben ist auch [—1,0) U [1, 00)p keine I\ O-Teilmenge.

Beweis: (a) Es sei I;\ Os C T eine I\ O-Teilmenge. Dann ist wegen m=1(I5\ O3) = m™1(I3) \m~1(O2)
das Urbild von I3 \ Oz eine I\ O-Teilmenge in (Ty, <1).

(b) Es muss lediglich gezeigt werden, dass m(T;) eine I \ O-Teilmenge von Ty ist. Sei dazu A C m(Ty)
nichtleer, m(T1)-beschrénkt und s := sup,,(r,) 4 € Ta. Wir wollen s € m(T;) nachweisen und analog
zeigt man, dass inf,,r,) A € Ty. Nach Satz 4.11(b) folgt dann die Behauptung. Wir nehmen nun an,
dass s ¢ m(T1) gilt. Dann ist B := m™"(A) = m~'((—00, ]y, ) ein abgeschlossenes Intervall und durch
irgendein Urbild einer oberen Ta-Schranke von A beschrénkt. Daher gilt b <1 supy  BeBfirallebe B
und weiter

m(b) <o m(supy, B) € m(B) = A fiir alle b € B.

Zu jedem a € A existiert ein b € B mit m(b) = a und folglich a <, m(supr, B) < s fiir alle a € A.
Demzufolge resultiert der Widerspruch s = m(supy, B) € m(Ty). #

Es ist unser Ziel, einen Differenziations-Begriff fiir Abbildungen zu erkliaren, die auf einer bedingt-
vollstéindigen Kette (T, <) erklirt sind. Dazu ist es erforderlich, den Abstand zweier Elemente s,t € T
messen zu koénnen.

Definition 4.14 (Wachstumseichung, Maflkette): Es sei (T, <) eine bedingt-vollstindige Kette. Ei-
ne Abbildung p: T X T — R wird Wachstumseichung genannt, falls gilt

(i) fir alle r,s,t € T ist p(r,s) + u(s,t) = p(r,t) (Kozyklus-Eigenschaft),

(i) fir alle r,s € T mit s <r gilt 0 < u(r,s) (strenge Isotonie),

(iii) p(-,t) : T — R ist stetig fiir beliebiges festes t € T.

Dann bezeichnet man das Tripel (T, =, u) als Mafkette, die Menge T als Zeitmenge und ihre Elemente
als Zeitpunkte.

Bemerkung 4.15: (1) Eine unmittelbare Konsequenz der Kozyklus-Eigenschaft sind die Eigenschaften
u(t, t) =0 firalleteT, w(r,s) = —u(s,r) firaller,seT

von Wachstumseichungen.

(2) Aufgrund der Kozyklus-Eigenschaft der Wachstumseichung gilt fiir beliebige Zeitpunkte r,s,t € T,
dass p(r,s) = u(r,t) — u(s,t) ist. Daher ist die Bedingung 4.14(iii) gleichbedeutend damit, dass die
Abbildung p : T x T — R beziiglich der Produkttopologie auf T x T stetig ist.

(3) Man kann zeigen, dass eine beliebige Wachstumseichung p : T x T — R vermoge der Zuordnung

v([r,s)p) == p(s,r) total-additiv ist und folglich ein Maff v auf T induziert, womit die Bezeichnung
MaBkette motiviert wird.

Beispiel 4.16: Ist T C R bedingt-vollstdndig, 0 € T und n : T — R stetig, sowie streng monoton
wachsend, so wird auf der Kette (T, <) durch u(r, s) :=n(r) — n(s) eine Wachstumseichung definiert.

Mochte man dynamische Prozesse mittels auf Mafiketten definierter Gleichungen beschreiben, so ist es in
Hinblick auf asymptotische Aussagen erforderlich, folgende Konvention zu treffen:



14 4. MaBketten

Definition 4.17 (unbeschrinkte MaBkette): Es sei (T, =<, u) eine Mafkette und 7 € T fiziert.

(a) (T, =, p) heifit nach oben unbeschrinkt, falls n(TF, ) unbeschrinkt ist,

(b) (T, =, p) heifst nach unten unbeschrinkt, falls p(t, T, ) unbeschrinkt ist,

(¢c) schlieflich wird (T,=,u) als beidseitig unbeschrinkt bezeichnet, falls u(TF,7) nach oben und
(T, T-) nach unten unbeschrinkt ist. Ist u(TF,7) oder u(r,T;) unbeschrinkt, so nennt man
(T, =, u) unbeschrinkt.

Bemerkung 4.18: Es ist eine einfache Konsequenz der Kozyklus-Eigenschaft aus Definition 4.14(i), dass
im Fall einer nach oben bzw. nach unten unbeschrinkten MaBkette (T, <, u) jede der Mengen u(T; )
bzw. p(t, T, ) fiir beliebiges ¢t € T nach oben bzw. nach unten unbeschriinkt ist. Folglich ist die obige
Definition 4.17 unabhéngig vom Zeitpunkt 7 € T.

Beispiel 4.19: Mit der iiblichen Wachstumseichung A(r, s) := r — s, ist (R, <, \) eine unbeschrinkte
MaBkette. Dagegen ist (R, <, 1) mit uq(r, s) := arctanr — arctan s nicht unbeschrénkt und (R, <, p2)
mit ps(r, s) := e” — e® nur nach oben unbeschriinkt (vergleiche hierzu Beispiel 4.16).

Die oben stehende Definition 4.17 ist in folgendem Sinne konsistent mit dem Begriff der T-Beschrénktheit
aus Definition 1.5:

Korollar 4.20: Ist (T, =<, u) eine nach oben bzw. nach unten unbeschrinkte Mafkette, so ist (T, <) nicht
nach oben bzw. nach unten T-beschrdinkt.

Beweis: Es geniigt die Behauptung fiir nach oben unbeschrinkte Maflketten zu beweisen. Wir gehen
indirekt vor und nehmen an, die Kette (T, =) sei nach oben T-beschriankt. Dann gibt es nach Defini-
tion 1.5(a) ein t+ € T mit ¢ < ¢t* fiir alle ¢ € TS. Wegen Satz 2.9 ist [r,t*]; = TS kompakt in der
Ordnungstopologie und die stetige Funktion pu (-, 7) daher beschrinkt auf T} . Dies widerspricht aber der
Unbeschrinktheit der MaBkette (T, <, u). #

Wie das obige Beispiel 4.19 zeigt, gilt die Umkehrung von Korollar 4.20 nicht.

Lemma 4.21 (TeilmaBlketten): Es sei (T, <, u) eine Mafkette und S C T eine Teilmenge. Dann bildet
das Tripel (S, =<, ulsxs) genau dann eine Mafkette, wenn S eine I\ O-Teilmenge von T ist. Wir nennen
(S, =, ulsxs) eine Teilmapfkette.

Beweis: Es sei 7 € T fest. Dann ist u(-,7) : T — R streng monoton und stetig. Die Behauptung ergibt
sich aus Satz 4.11. #

Beispiel 4.22: Auf der Kette der reellen Zahlen (R, <) ist durch A(r, s) := r — s eine Wachstumseichung
gegeben. Sie induziert das Lebesgue’sche Mafl auf R. Fiir jede I \ O-Teilmenge S C R bildet dann
(S, <, Alsxs) eine TeilmaBkette. Insbesondere werden auf S = R und S = hZ kontinuierliche und diskrete
dynamische Prozesse modelliert.

Es stellt sich nun die Frage, welche Verbindung zwischen beliebigen Maflketten und den , reellen Ketten*
aus obigem Beispiel 4.22 besteht. Dazu eine vorbereitende Bezeichnung:

Sind durch (T4, <1, 11) und (Ty, <2, u2) zwei beliebige MaBketten gegeben, so nennen wir eine Abbildung
m : T; — Ty Malkettenhomomorphismus, falls gilt

pa(m(s),m(r)) = p1(s,r) fir alle r,s € T;.

m ist dann auch streng monoton und stetig. Dazu rechnet man einfach nach, dass das Urbild eines offenen
Intervalls (r, s)1, bei Wahl eines festen 7 € Ty durch

m((r,8)1,) = (p(-,7))

gegeben ist, also offen ist.

((u2(r,m(7)), p2(s,m(7))r)
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Es ist einsichtig, dass ein surjektiver Mafikettenhomomorphismus einen eben solchen als Umkehrabbildung
besitzt und damit ein sog. Maflkettenisomorphismus ist.

Nach dem Satz 4.12 ist das Bild einer Mafikette (T, <1, u1) unter einem MaBkettenhomomorphismus
m : Ty — Ty eine I\ O-Teilmenge des Bildraumes Ts, also eine TeilmafBlkette von (Tg, <o, u2). T selbst
ist isomorph zu seinem Bild.

Satz 4.23: Jede Mapfkette (T, =, u) ist isomorph zu einer Mafkette (I \ O,<,)\), wobei I ein reelles
Intervall, O eine offene Teilmenge von R und \ durch A(r,s) =1 — s gegeben ist.

Beweis: Fiir jede MaBkette (T, <, u) und festes 7 € T ist die Abbildung p(-,7) : T — R ein MaBketten-
homomorphismus nach (R, <, \). #

Es wire jetzt moglich, die Entwicklung des Maflkettenkalkiils von diesem Standpunkt aus voranzutreiben
und nur noch (abgeschlossene) Teilmengen von R betrachten. Allerdings ist unsere axiomatische abstrakte
Formulierung unabhéingig von seiner Einbettung in die reellen Zahlen und daher begrifflich klarer, womit
wir sie weiterverfolgen.

Die Existenz einer Wachstumseichung hat Konsequenzen hinsichtlich der Topologie auf T.

Satz 4.24 (Topologie auf Maf3ketten): Ist (T, <, u) eine Mafkette und (T, <) versehen mit der Ord-
nungstopologie. Dann gilt:

(a) T ist metrisierbar vermdge der Metrik d(r, s) := |u(r, s)|, erfillt also das erste Abzihlbarkeitsaziom,

(b) T ist ein Ks-Raum, d.h. die abzihlbare Vereinigung kompakter Mengen,
(c) T ist separabel.

Bemerkung 4.25: (1) Insbesondere kénnen wir dann fiir € > 0 und 7 € T durch
L(r):={teT: |ut, 1) <e}, I(r) = {t e T: |u(t,7)| <},
IF(r):={teT:0<u(t7) <e}, IF(r)={teT: 0< ut,7) <e}

(einseitige) e-Umgebungen auf Maflketten definieren.

(2) Da die Kette (T, <) bedingt-vollsténdig ist, muss (T, d) ein vollstdndiger metrischer Raum sein.

Beweis: Es sei 7 € T fest.

(a) In einer offenen Umgebung (r, s)t von 7 ist die offene e-Kugel I.(7) mit & := min {|u(r, 7)|, |x(s, 7)|}
enthalten. Also ist die metrische Topologie feiner als die Ordnungstopologie. Umgekehrt ist aufgrund der
Stetigkeit von y in einer e-Kugel I.(7) stets das ordnungsoffene Urbild der reellen Nullumgebung (—¢, €)g
enthalten.

(b) Wir definieren fiir jedes n € N die reellen Zahlen

—n firr infg u(T,7) = —c0
an = infgpu(T,7)+ + fiir infp (T, 7) & w(T,7) ,
infg u(T, 7) firr infg u(T,7) € p(T, 7)
n fiir supg u(T,7) = 00
b := <} supp (T, 7) — = fiir supg (T, 7) & u(T,7)
supg 1(T, 7) fiir supg u(T,7) € p(T, 7)

Dann ist die Menge 1! ([an, bn]g) beschréinkt und abgeschlossen, also kompakt und es gilt
T = U Nil([ambn]ﬂ{)'
n=1

(c) Die Menge T ist metrisierbar und nach Satz 3.13 lokal-kompakt. Die Behauptung folgt nun mit
DIEUDONNE [12, p. 70, Satz 3.18.3]. Damit ist alles gezeigt. #
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Korollar 4.26 (Stetigkeit auf Maflketten): Ist (T, =X, u) eine Mafkette, X ein topologischer Raum
und f: T — X eine Abbildung, so gilt:

(a) f ist genau dann stetig im Punkt to € T, wenn fir jede Folge (t,,)nen in T mit der Eigenschaft
limy, o0 tn, = to gilt limy, oo f(tn) = f(to),
(b) f ist genau dann stetig auf einer Teilmenge S C T, wenn f stetig in jedem t € S ist.

Beweis: (a) Da T nach Satz 4.24(a) das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, resultiert die Behauptung
aus QUERENBURG [39, p. 54, Satz 5.5(b)].

(b) Die Aussage (b) erhélt man mittels QUERENBURG [39, p. 23, Satz 2.36]. #

Eine weitere Konsequenz der Metrisierbarkeit von Mafiketten besteht darin, dass Grenzwerte von Funk-
tionen mit Bildern in einem topologischen Raum, mittels Folgen in T erklért werden koénnen:

Definition 4.27 (Grenzwerte von Funktionen): FEs sei (T, <, u) eine Mafkette, X ein topologischer
Raum und f: T — X eine Abbildung.

(i) Wir sagen, f besitzt in tg € T den Grenzwert xy € X, wenn f in to stetig mit f(tg) = zo ist und
schreiben dann limy_,¢, f(t) = xo,

(i) wir sagen, f besitzt in tg € T den linksseitigen bzw. rechitsseitigen Grenzwert xg € X, wenn fir
jede Folge (tn)nen in (—00,t0)p bzw. (to, 00)y mit lim, .o t, = to die Grenzwertbeziehung

lim f(tn) = 2o

n—oo

gilt und schreiben dann
li tn) = bzw. i tn) = xo,
lm f(tn) =20 bzw. lim f(ta) = o
(111) ist (T, =, p) schlieflich nach oben unbeschrinkt, so sagt man, f besitzt firt — oo den Grenzwert
xo € X, falls es zu jeder Umgebung U C X von xq einty € T gibt, so dass f(t) € U fiir alle t € ng,
und schreibt dann limy_,o, f(t) = xg. Analog sind Grenzwerte fir t — —oo erkldirt, falls (T, =<, p)
nach unten unbeschrinkt ist.

Abschliefend gehen wir noch auf uneigentliche Grenzwerte ein:

Definition 4.28 (uneigentliche Grenzwerte): Es sei (T, <, u) eine nach oben unbeschrinkte Mafket-
teund f: T — R eine Abbildung. Dann sagt man, f konvergiert fiir t — oo uneigentlich gegen oo, wenn
es zu jedem C > 0 ein t* € T gibt, mit C < f(t) fir alle t € T}, und schreibt dann lim;_.o f(t) = oco.
Analog sind uneigentliche Grenzwerte fiir t — —oo erklirt, falls (T, =, p) nach unten unbeschrdnkt ist.

Beweis: Auf nach oben bzw. unten unbeschrinkten Maflketten gilt offenbar

tlim wu(t, 7) = oo, , lim p(7,t) =00
mit dem 7 € T aus Definition 4.17. #

Bislang haben wir in Maflketten keine der beiden Zeitrichtungen ausgezeichnet. Von nun an werden wir
diese Symmetrie aufgeben. Dies lasst sich schon aus dem Grunde nicht vermeiden, da unser Kalkiil die
klassische Differenzenrechnung — mit dem Vorwiirts-Differenzenoperator

(Ayz)(t) ==t +1) — a(t) (4.5)

fir z : Z — X und einen linearen Raum X — als Spezialfall enthalten soll und bei der Differenzenbildung
ist bekanntlich eine Asymmetrie in natiirlicher Weise gegeben. Wir werden die Zeitrichtung mit wachsen-
den Zeitpunkten bevorzugen. Zunéchst wird eine Funktion definiert, die den Abstand eines Zeitpunktes
t € Z zu seinem rechten Nachbarn misst.
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Definition 4.29 (x-Operator, Kérnigkeit): Es sei (T, <) eine bedingt-vollstindige Kette und S C T.
Dann definieren wir durch

St = {t e S :t ist nicht T-mazimal oder links-dicht}

den k-Operator % : P(T) — P(T) auf der Potenzmenge von T. Die Elemente der Menge T" heiffen
nicht-ausgeartet. Ist (T, =, u) eine Mafkette, so heifst die mittels

definierte Abbildung p* : T" — RS‘ die Kornigkeit der Zeitmenge T.

Bemerkung 4.30: (1) Der Fall T = T* tritt genau dann ein, wenn T kein links-zerstreutes T-Maximum
hat, d.h. entweder ein links-dichtes oder {iberhaupt kein T-Maximum besitzt.

(2) Unmittelbar aus der Definition von S* ergibt sich folgende Charakterisierung:

gr — S fiir nicht nach oben T-beschrénktes S
| S\ (p~ (maxy S),maxy S]; fiir nach oben T-beschrénktes S

(3) Die Zeitmengen mittels denen dynamische Systeme modelliert werden, zeichnen sich durch konstante
Kornigkeit aus, wie die Beispiele p*(t) = 0 fir T = R oder p*(t) = h fiir T = hZ zeigen.
Beispiel 4.31: Folgende Beispiele verdeutlichen die Anwendung des ,,xk-Operators®:

(RF)" =R, (z)~ =zt
{1,...,n}" ={1,...,n -1}, {n}" =1

firT€R bzw. 7€ Zund n € N.

Wir charakterisieren nun die nicht-ausgearteten Elemente einer Kette. Rechts-zerstreute Elemente brau-
chen wir dabei nicht zu betrachten, denn das eventuell vorhandene T-maximale Element einer Kette ist
nach den Definitionen 3.2 und 3.5 rechts-dicht.

Satz 4.32 (Charakterisierung nicht-ausgearteter Elemente): Das Elementt € RD(T) einer Ket-
te (T,=x) ist genau dann nicht-ausgeartet, wenn jede Umgebung von t ein Element aus T ungleich t
enthdlt.

Beweis: Wir haben zwei Richtungen nachzuweisen:

(<) Ist t ausgeartet, d.h. T-maximal und links-zerstreut, so gibt es nach Satz 3.8(a) eine Umgebung,
welche lediglich ¢ enthélt.

(=) Ist t nicht-ausgeartet, so ist ¢ entweder links-dichtes T-Maximum oder nicht T-maximal. In jedem Fall
liefert dann Satz 3.10 die Behauptung, wenn man noch beachtet, dass ein T-Maximum einer Kette nicht
gleichzeitig T-Minimum sein kann, da Ketten laut Definition 1.1 mindestens zwei Elemente besitzen. #

Korollar 4.33: In jeder Umgebung eines Punktes t € T* gibt es ein von t verschiedenes Element s € T

mit s # pT(t).

Beweis: Ist t rechts-dicht, also p™(t) = t, so folgt die Aussage aus Satz 4.32. Ist ¢ dagegen rechts-
zerstreut, also t < pT(t), so kann ¢ die Rolle von s iibernehmen. #
Fiir eine Anwendung an spéterer Stelle halten wir fest:

Satz 4.34 (Stetigkeit der Koérnigkeit): Genau dann ist die Kornigkeit p* : T" — R(J{ int e T" nicht
stetig, wenn t links-dicht, rechts-zerstreut und nicht minimal ist.
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Beispiel 4.35: Die Kornigkeit ist im Allgemeinen unstetig, wie das Beispiel der Zeitmenge Z + [07 %}
zeigt, denn es ist

R

en [0 firt—1¢7Z
“(t)_{§ furt—geZ'

Beweis: (=) Essei t € LS(T) oder t € RD(T) oder minimal.

1. Fall: t € LS(T) oder minimal. Zu jedem € > 0 existiert eine Umgebung U von ¢ (némlich eine mit
t = ming U), so dass |u*(s) — pu*(t)| < e fiir alle s € U.

2. Fall: ¢ ist weder links-zerstreut noch minimal. Dann ist ¢ links-dicht und nach Voraussetzung rechts-
dicht; es ist pu*(t) = 0. Zu jedem & > 0 existiert eine Umgebung U von ¢, so dass p*(s) < e fiir alle
seU.

(<) Sei t € LD(T) N RS(T) und nicht minimal. Es gilt folglich p*(¢) > 0. In jeder Umgebung von ¢
existiert ein Zeitpunkt s < ¢ mit p*(s) < ”T(t) Daher ist p* unstetig. #



5 Zeitskalen

Mit Blick auf den Satz 4.23 und die Anwendungen, haben diejenigen Maflketten besondere Bedeutung,
welche durch die reellen Zahlen ,induziert” werden. Wir wollen hier einige Aussagen iiber ihre Spurtopo-
logie machen.

Definition 5.1 (Zeitskala): Ist T eine abgeschlossene Teilmenge von R mit mehr als zwei Elementen
und A : TxT — R, A(r,s) := r — s, so wird die Mafkette (T,\, <) (oder abkiirzend einfach T) als
Zeitskala bezeichnet.

Bemerkung 5.2: Nach dem Beispiel 4.22 ist durch (T, <,)\) eine MaBkette gegeben. Wir nennen die
Zeitmenge T dann eine homogene Zeitskala, falls die Kornigkeit u* auf T konstant ist und andernfalls
inhomogen. Diskrete und kontinuierliche dynamische Systeme lassen sich gerade mittels homogener Zeits-
kalen modellieren, deren analoge Eigenschaften in DOFFINGER [14] aufgezeigt werden.

Beispiel 5.3: Um die Leistungsfiahigkeit des zu entwickelnden Kalkiils zu demonstrieren, geben wir hier
einige Beispiele fiir Zeitskalen an, die sowohl aus praktischer, als auch aus mathematischer Sicht interes-
sant sind, wie im folgenden Abschnitt 6 und in Hinblick auf die in der Einleitung erwidhnten dynamischen
Gleichungen deutlich wird.

e Bei T = R erhélt man die gewohnliche Differenzialrechnung,
e fiir T = hZ (h > 0) resultiert die gewohnliche Differenzenrechnung,

e im Fall T =D oder T = Z+D mit einer Cantor-Menge I C [0, 1], ergibt sich ein seltsames Beispiel
einer Zeitskala, welche priméar die Allgemeinheit unseres Konzepts demonstriert,

e in der Situation T = S, mit einer endlichen oder unendlichen reellen Folge x definieren wir

S - { {ew: ke {l,...,n}} fir o= (2p)r=1,...n

{z - keN} fir o = (zp)pen (5.1)

womit sich numerische Verfahren (mit gegebenenfalls variabler Schrittweite) modellieren lassen,

e bei T = hZ + [a,b]g (h > 0,0 < a < b < h) erhalten eine Folge abgeschlossener Intervalle, wo-
mit sich Differenzialgleichungen mit Impulsen modellieren lassen. Strenggenommen ist hierbei aber
zu beachten, dass die Losungen von impulsiven Differenzialgleichungen weiterhin auf Intervallen
definiert sind (vergleiche LAKSHMIKANTHAM, BAINOV & SIMEONOV [33, p. 12, Definition 1.2.1]).

Homogene Zeitskalen sind R oder hZ, wogegen D, Z + D oder etwa Z + [07 %}R inhomogen sind.

Anhand einiger elementarer Resultate wollen wir nun demonstrieren, welche Verbindung zwischen der
gewohnlichen Topologie auf R und der von ihr induzierten Topologie auf Zeitskalen T besteht. Wir
beginnen mit Aussagen zur Beschrinktheit.

Offensichtlich ist fiir eine vorgelegte Teilmenge S einer Zeitskala T jede obere T-Schranke auch eine obere
R-Schranke. Ebenso offensichtlich muss aber nicht jede obere R-Schranke eine obere T-Schranke sein
(vergleiche Definition 1.5). Ob jedoch aus der Existenz einer oberen R-Schranke die Existenz einer oberen
T-Schranke oder gar die Existenz einer kleinsten oberen T-Schranke folgt, ist nicht unmittelbar einsichtig.
Liefle man fiir den Moment als Zeitskalen auch nicht-abgeschlossene Teilmengen von R zu, wie etwa das
Intervall T = [0, 1)g, so sieht man, das diese letzte Frage zu verneinen ist, denn S := T ist zwar R-
beschrankt, besitzt jedoch keine obere T-Schranke, geschweige denn ein T-Supremum. Dass unter unserer
Generalvoraussetzung der Abgeschlossenheit von T diese Frage doch eine positive Antwort zulésst, zeigen
wir als Néchstes. Zuvor stellen wir jedoch ein auch ohne die Abgeschlossenheit von T giiltiges Lemma
bereit.
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Lemma 5.4: Ist S C T C R und besitzt die Teilmenge S ein T-Supremum, so ist dieses eindeutig
bestimmt durch die Beziehung supy S = infg {t € T : t ist obere T-Schranke von S} und es gilt die Un-
gleichung supp S < supp S.

Beweis: Aus der Existenz des T-Supremums von S folgt, dass S nichtleer und nach oben T-beschréankt

ist. Also existiert die reelle Zahl o := infg {t € T : t ist obere T-Schranke von S}.

(I) Dass o = supy S gilt, ergibt sich wie folgt. Die Annahme sup, S < o widerspricht der Definition von
o und die Annahme o < supp S liefert einen Widerspruch zur Definition des T-Supremums.

(IT) Mit der aus der reellen Analysis bekannten Beziehung
supgp S = infg {t € T : t ist obere T-Schranke von S}
und der Inklusion
{t € T : t ist obere T-Schranke von S} C {t € R : ¢ ist obere R-Schranke von S}
folgt mit dem bereits bewiesenen Teil (I) die Ungleichung supg S < supy S. #

Bemerkung 5.5: Das oben bewiesene Lemma 5.4 gilt insbesondere, falls T abgeschlossen, d.h. falls
T := T eine Zeitskala ist. Im T" dagegen nicht abgeschlossen, so ist sogar die strenge Ungleichung supg S <
supy S und supy S ¢ S moglich, wie das Beispiel der Mengen S :=[0,1)g und T := S U {2} zeigt.

Dass die geschilderte Komplikation bei abgeschlossenen Mengen — also Zeitskalen — nicht eintreten
kann, zeigt folgender

Satz 5.6 (Beschrinktheit in Zeitskalen): Fiir eine nichtleere Teilmenge S einer Zeitskala T folgt:

(a) S C T ist genau dann nach oben T-beschrinkt, wenn sie nach oben R-beschrinkt ist. In diesem Fall
ezistiert neben dem R-Supremum von S auch das T-Supremum von S und es gilt

supp S =supg S € T,

(b) S C T ist genau dann nach unten T-beschrinkt, wenn sie nach unten R-beschrinkt ist. In diesem
Fall existiert neben dem R-Infimum von S auch das T-Infimum von S und es gilt

infr S =infg S € T.

Beweis: O.E. zeigen wir lediglich die Behauptung (a).
(I) Aus der T-Beschrénktheit nach oben folgt trivialerweise die R-Beschrinktheit nach oben.
(IT) S sei nach oben R-Beschrankt, d.h. es existiert die reelle Zahl

o :=supy S = infg {t € T : ¢ ist obere T-Schranke von S}.

Fiir die T-Beschrianktheit von S nach oben geniigt es nun zu zeigen, dass o zu T gehort. Wir nehmen an,
dass o nicht zu T, also zu R\ T gehort. Wegen der Abgeschlossenheit von T ist dann R \ T offen in R,
d.h. es existiert ein ¢ > 0 mit (0 —¢,0 +¢)r € R\ T. Damit ist etwa o — § eine obere R-Schranke von
im Widerspruch zur Definition von o.

(III) Dass o das T-Supremum von S ist, beweisen wir indirekt. Gébe es eine T-Schranke p < o, so wire
p auch R-Schranke von §, zudem Kkleiner als supy S. Das ist ein Widerspruch. #

Satz 5.7 (Offenheit von Zeitskalen): Eine Teilmenge S C T der Zeitskala T ist genau dann T-offen,
wenn es eine R-offene Menge R C R gibt mit S=RNT.
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Beweis: Wir zeigen Hin- und Riickrichtung:

(=) S sei T-offen, also existiert zu jedem ¢ € S ein € = £(t) > 0 mit I.(¢) C S. Dann ist die Vereinigung
R :=;cq(t — &, + €)r eine R-offene Menge mit S € RNT C S.

(<) R sei R-offen mit S = RNT. Dann existiert zu beliebigem ¢ € S ein € = &(¢) > 0 mit der Eigenschaft
(t—e,t+e)g CR,dhoesgilt I.(t) = (t—e,t+e)p " TCRNT =S. #
Satz 5.8: Jede R-offene Teilmenge S C T einer Zeitskala T ist T-offen.

Bemerkung 5.9: Die Umkehrung des Satzes gilt nicht, wie man am Beispiel der Zeitskala Z sieht, bei
der jede Teilmenge Z-offen, aber nicht R-offen ist.

Beweis: Bei R-offenem S C R gibt es zu jedem ¢ € S ein € = €(¢) > 0 mit (¢ —e,t+¢)r C 5, also gilt
I.t)=(t—e,t+e)gNTCSNT=S. #

Als Nichstes beschiftigen wir uns mit dem zur T-Offenheit dualen Begriff der T-Abgeschlossenheit:

Satz 5.10 (Abgeschlossenheit von Zeitskalen): FEine Teilmenge S C T einer Zeitskala T ist genau
dann T-abgeschlossen, wenn es eine R-abgeschlossene Menge R C R gibt mit S = RN T.

Beweis: Wir haben wieder Hin- und Riickrichtung zu zeigen:
(=) Ist S T-abgeschlossen, so ist T \ S T-offen. Also existiert nach Satz 5.7 eine R-offene Menge T' C R
mit T\ S =T NT. Die Menge R := R\ T ist dann R-abgeschlossen und es gilt
S=T\(T\S)=T\(T'NT)=T\T=TN(R\T)=TNR.
(<) R C R sei R-abgeschlossen mit S = RN T. Fiir die R-offene Menge T := R\ R gilt dann
T\S=T\(RNT)=T\R=TN(R\R)=TnNT,
also ist T \ S nach Satz 5.7 T-offen und damit S T-abgeschlossen. #

Satz 5.11: Fine Teilmenge S C T einer Zeitskala T ist dann und nur dann R-abgeschlossen, wenn sie
T-abgeschlossen ist.

Bemerkung 5.12: (1) Man beachte den Unterschied zwischen der Aquivalenz-Aussage dieses Satzes
5.11 und Nicht-Aquivalenz-Aussage von Satz 5.8.

(2) Jede T-abgeschlossene Teilmenge (mit mehr als zwei Elementen) einer Zeitskala ist selbst wieder eine
Zeitskala.

Beweis: (=) Ist S R-abgeschlossen, so ist R\ S R-offen. Wegen T\ .S =TnN (R\ S) ist T\ S nach Satz
5.7 T-offen, also S selbst T-abgeschlossen.

(<) Ist S R-abgeschlossen, so existiert nach Satz 5.10 eine R-abgeschlossene Menge R C R mit S = RNT.
Da T als Zeitskala R-abgeschlossen ist, folgt die R-Abgeschlossenheit von der Teilmenge S als Durchschnitt
zweier R-abgeschlossener Teilmengen. #

Die topologischen Begriffe ,offen und ,,abgeschlossen* sind damit im Fall von Zeitskalen erschopfend
behandelt. Ergédnzend nennen wir eine Teilmenge S C T einer Zeitskala T noch T-kompakt, wenn sie
T-beschréinkt und T-abgeschlossen ist; dies ist in Ubereinstimmung mit Satz 4.10(d). Nach den Sitzen
5.6 und 5.11 ist S genau dann T-kompakt, wenn sie R-kompakt ist.



6 Differenziation

Um dynamische Vorgénge zu beschreiben, benttigt man eine geeignete Zeitmenge — womit wir von nun
an wieder eine Maflkette (T, <, u) meinen — T und einen geeigneten Phasenraum, etwa einen Banach-
Raum X iiber dem Korper F; hierbei steht F fiir R oder C. Wir unterdriicken die Abhéngigkeit der
MaBkette von der linearen Ordnung und nennen das Tripel (T, i, X') ein dynamisches Tripel.

Der Begriff der Differenzierbarkeit iibertragt sich fiir Funktionen f : T — X von der reellen Analysis
nicht so problemlos wie der Begriff der Stetigkeit (vergleiche Korollar 4.26). Dies liegt daran, dass die
T-Offenheit von der R-Offenheit abweicht. Im Fall von Zeitskalen vergleiche man hierzu Satz 5.8. Ferner
sei darauf hingewiesen, dass auf T keine algebraische Struktur, wie etwa die einer Gruppe, bené6tigt wird.

Definition 6.1 (Ableitung, differenzierbar): FEs sei (T, u, X) ein dynamisches Tripel und f : T — X
eine Abbildung. f besitzt im Punkt to € T die Ableitung f>(tg) € X, wenn zu jedem beliebigen € > 0 eine
Umgebung U von ty existiert, so dass gilt

[ £(p (o)) — F(t) — ul(p™ (o), ) f2 (t0)|| < € |u(pT (to), t)|  fiir alle t € U. (6.1)

[ heift differenzierbar in to € T, wenn f in ty genau eine Ableitung f>(to) besitzt.

Bemerkung 6.2: (1) Alternativ zu (6.1) lasst sich sich die Ableitung wie folgt als Grenzwert charakte-

risieren ) = lim f(p™(¥) = f(to)

t—t (1), ’
e p(pt(t),to)

welcher unter Umstianden einfacher zu handhaben ist.

(2) In der Stabilitdtstheorie sind differenzierbare Ljapunov-Funktionen hiufig zu restriktiv und man
muss mit sog. Dini-Ableitungen arbeiten. Deren Verallgemeinerung in den Maflkettenkalkiil findet sich
bei LAKSHMIKANTHAM & SIVASUNDARAM [31, Definition 2.6].

Beispiel 6.3: (1) Fiir die Zeitskala R gilt 4*(t) = 0 und wir erhalten gerade die aus der Analysis bekannte
Differenzierbarkeit mit )

F2(to) = f(to);
in Hinblick auf die iibliche Definition der Ableitung als Element von L(R;X’) beachte man hierbei die
Identifikation X = L(R; X).

(2) Bei der homogenen diskreten Zeitskala hZ ist p*(¢) = h. Man kann als Umgebung U dann etwa das
offene hZ-Intervall (to — h,to + h)r = {to} wéhlen und so bleibt die Ungleichung (6.1) nur fiir t = o zu
iiberpriifen. Dann ist jede Abbildung f : hZ — X differenzierbar und man erhélt

f(to+h) = f(to)
- .

Bemerkung 6.4: (1) In der einschligig bekannten Literatur iiber gewdshnliche Differenzengleichun-
gen (vergleiche hierzu etwa AGARWAL [1], LAKSHMIKANTHAM & TRIGIANTE [32]) steht vielmals der
sog. Bernoulli-Shift f/(t) := f(p™(t)) = f(t + 1) im Vordergrund. Wie man schon jetzt erwarten kann,
ist diese Konvention fiir die hier zu entwickelnde verallgemeinerte Differenzial- und Differenzenrechnung
ungeeignet.

(2) Wir werden auch mit Funktionen F : [[;_, T — X konfrontiert sein, wobei Ty,..., T, belie-
bige (nichtleere) Mengen sind und (T, =, px) fiir ein & € {1,...,n} eine MaBkette ist. Falls dann
F(t1,. oy tk—1, 5ttty -, tn) : Tp — X zum Zeitpunkt ¢y € Ty differenzierbar ist, so definieren wir

f2(to) =

A
(ARF) (1, the1stos thgts - oo tn) = (F(t1, - bty thgts - -5 80)) (o) € X (6.2)

als die partielle Ableitung von F' nach der k-ten Variablen.
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Satz 6.5 (elementare Eigenschaften der Ableitung): FEs sei f : T — X eine Abbildung. Dann gel-
ten die Aussagen:

(a) f besitzt in jedem Punkt tog € T" hichstens eine Ableitung,
(b) f besitzt in jedem Punkt ty € T\ T" jedes x € X als Ableitung,
(c) besitzt f inty € T eine Ableitung f=(to), so ist f im Punkt ty stetig,

(d) die Abbildungen pu(-,7), p(r,-) : T — R sind fir jedes feste T € T differenzierbar in tg € T mit den
partiellen Ableitungen

(Arp)(to,7) =1, (Agp)(T,t0) = —1.

Bemerkung 6.6: Die exzeptionelle Stellung links-zerstreuter und T-maximaler Elemente einer Maflkette
(T, =, 1) wird durch die Aussage (b) von Satz 6.5 begriindet.

Beweis: (a) Angenommen, f besitzt in ¢y zwei Ableitungen z,y € X. Nach Definition von T" enthilt
jede Umgebung von tg ein ¢t € T* mit ¢ # pT (ty). Zu jedem & > 0 existiert also ein t # p™(ty) mit

1 £(p* (o)) — f(t) — pp™ (to), t)z|| < |u(p+(to),t)|,
1£(p™ (t0)) = f(£) = 1™ (to), )y]| < 5 = (o™ (to), 1)

und es folgt

o =yl |u(pt (o), t)| = [[u(pT (to), t)(x —y)|| <
< Julp™ (to), )z — (F(p™* (t0)) = fF()) || + || F (0™ (t0)) — f(t) — u(p™ (to), t)y]| <
< elulp*(to), 1)) -

Wegen p(pt(to),t) # 0 folgt ||z — y|| < e und somit = = y.

(b) In diesem Fall ist ¢y T-maximal und links-zerstreut. Somit existiert fiir jedes € > 0, jede Abbildung
f:T — X und jedes x € X eine Umgebung U (némlich U = {to}) von to = pT(tg), so dass fiir jedes
LEU (also t = to) gilt || f(to) — F(2) — pulto, )] = 0 < & |u(to, £)].

(c) Seitp € T und U eine T-kompakte Umgebung von ty. Wir definieren

M := max {r&ag lu(p™ (to), 1), ||fA(t0)||} :

Zu € > 0 existiert eine Umgebung V' von ty, so dass fiir alle t € V' gilt

1760* (1)) = 700) = o™ 1), 072 ()] < 77 [0 (), 1)
[(p* (t0),£) = nlp* (t0) to)] < 5=

und fiir t € U NV gilt dann

1F ) = o)l < [[f() = f(p* (o)) + u(p™ (to) ) f

£)f2 (to)+
+f(ﬂ+( 0)) — f(to) — ulp™t (o), to) 2 (to) + (u(p™ (to), to)—#(0+( 0) t) f2(t0))]| <
< — (|M (to), )| + |u(p™ (to), to)]) + HfA (to)|| [(p™ (o), to) — p(p™ (to), t)] <
< —2M+ —M =c.

AM 2M

(d) Die Behauptung resultiert unmittelbar aus der Kozyklus-Eigenschaft von Wachstumseichungen. —#
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Satz 6.7 (Charakterisierung von Differenzierbarkeit): Es sei f : T — X eine Abbildung. Dann
gelten die Aussagen:

(a) f ist in jedem Punkt to € RS(T) in dem es stetig ist, auch differenzierbar mit der Ableitung

f(p*(to)) — f(to)
w*(to)

2 (to) = ; (6.3)

(b) f ist genau dann in einem Punkt to € RD(T) differenzierbar mit der Ableitung f*(to) € X, wenn
auf einer T-Umgebung V C T wvon ty die Darstellung

f(t) = f(to) + u(t, to) [fA(to) +(t,to)]  firallet eV (6.4)

gilt, mit einer Funktion (-, tg) : V — X und limy_4, ¥(t, to) = 0.

Die folgende Bemerkung beleuchtet die Aussage (a) des obigen Satzes.

Bemerkung 6.8: (1) In Aussage (a) kann nicht auf die Stetigkeit von f verzichtet werden, denn etwa
im Fall der Zeitskala T = Z + [O, %}R wére die Kornigkeit p* dann in den rechts-zerstreuten Punkten
differenzierbar, aber nicht stetig, was dem Satz 6.5(c) widerspriche.

(2) Die Behauptung (c) des Satzes 6.5 verallgemeinert gerade die aus der reellen Analysis bekannte Aus-
sage, dass aus der Differenzierbarkeit die Stetigkeit folgt. Diese Implikation erlaubt im Maflkettenkalkiil
auch eine Umkehrung, némlich in Form von Satz 6.7(a).

Beweis: (a) Die Abbildung g¢(t) := L () =S () ot iy einer Umgebung von ¢ty € RS(T) definiert und
f(p*(to)) — f(to)

u(pt (to),t)
stetig. Zu € > 0 existiert also eine Umgebung U von g, so dass gilt

1+ (to) ‘ B
‘ lu(p™ (to), )| <

Hf(f(to)) ) — (o (1))

(p*(to)) — f(t)  f(p*(to)) — to
w(p*(to),t) 1(p*(to) to
t)|

¢
e |u(p™ (to), fiir alle t € U.

Der explizite Ausdruck fiir f2(tg) € X ergibt sich dann wegen der Eindeutigkeit der Ableitung, also aus
dem Satz 6.5(a).

(b) Es sind zwei Richtungen zu zeigen:
(=) Setzt man

IN

f(t) = f(to) — p(t,to) f2(to) ..
’(ﬂ(tﬂfo) — ,u,(t,to) fiir ¢ 75 to
0 fiir ¢ = to

fiir Zeitpunkte ¢ aus einer T-Umgebung V von to € RD(T), so gilt einerseits die Darstellung (6.4) und
andererseits wegen der Differenzierbarkeit von f in ¢y existiert nach Definition 6.1 zu jedem ¢ > 0 eine
T-Umgebung U von ty mit

0 < [J(t,to)|| = Hf (to) — f2(to)u(t, to)

(t, to)

‘ge firallet e U\ {tx} NV,

also lim;_;, ¥(t,t0) = 0.

(<) Aufgrund von lim;_.4, 1(t,t9) = 0 gibt es umgekehrt zu jedem e > 0 eine T-Umgebung U von ¢y mit
l1(t,t0)|| < € fiir alle ¢t € U und folglich

| £(8) = f(to) = f2(to)ults to)|| < It to) | |ult, to)| < e |p(t,to)|  fiir alle t € U,

womit alles gezeigt ist. #
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Beispiel 6.9: Wegen Satz 6.5(e) ist eine Abbildung f : Z + [0, o]y — X fiir 0 € [0, 1] differenzierbar in
jedem Punkt tg € (Z+[0,0]x) \ LS(Z+10,0]g) = Z+ (0, 0]g. In einem links-dichten Punkt ¢y, d.h. genau
fir tg € Z, ist f genau dann differenzierbar, wenn der Grenzwert limp\ o M existiert. Die
Ableitung lautet dann

Jlim flloh) = flto) gy to € LS(Z + [0, 0]y)

h
F2(to) = fto) fir to € (Z+ [0,015) \ (LS(Z + 0, 01) URS(Z + [0, 1)) -
flot1=0) =) oy e RS+ 0, 01e)

l1—0

Die algebraischen Eigenschaften (Linearitét, Produkt-, Quotienten- und Kettenregel) der reellen Diffe-
renziation konnen verallgemeinert werden. Wir stellen daher nun einige Rechenregeln fiir differenzierbare
Abbildungen zusammen.

Satz 6.10 (Differenziations-Regeln): FEs seitg € T* und X ein Banach-Raum.

(a) f,g: T — X seien in ty differenzierbar. Dann ist fir alle o, 8 € F auch die Linearkombination
af + Bg in to differenzierbar und es gilt die Summenregel

(af +B9)®(to) = af*(to) + By (to),

(b) es seien X1, Xy Banach-Riume und - : X1 X Xo — X eine bilineare stetige Abbildung. Sind dann
f:T— X, undg: T — Xy im Punkt ty differenzierbar, so ist auch die Produktfunktion f-g: T — X
in to differenzierbar und es gilt die Produktregel

(f - 9)2(to) = f(p* (t0)) - g™ (t0) + £ (to) - g(to); (6.5)
im Fall X1 = Xy und bei symmetrischem - : X1 X Xo — X kann man die Produktregel auch in der
Form

(f - 9)%(to) = g(p* (to)) - £ (t0) + g™ (o) - f(to) (6.6)
angeben,

(c) es sei B eine Banach-Algebra mit Einselement Ig und die Abbildungen f,g : T — B algebraisch
invertierbar mit f(t) - g(t) = Ip. Ist f in to differenzierbar, so auch die Umkehrfunktion g und es
gilt die Reziprokenregel

9% (to) = —g(p™ (o)) - F2(t0) - g(to),

(d) es seien Xy, Xo Banach-Rédume, f : X1 — Xy stetig-differenzierbar und g : T — Xy in to diffe-
renzierbar. Dann ist auch die Komposition fo g : T — Xy in ty differenzierbar und es gilt die
Kettenregel

1
(f09)™ (to) = UO (D) (9(to) + hu*(to)g® (to)) dh| g (to)-

Bemerkung 6.11: (1) Fiir die Banach-Algebren R oder C besitzt die Reziprokenregel die Form

1\% o A
(f) () = = 50 (o)) Fto)”

insofern f(p*(to))f(to) # 0 erfiillt ist.

(2) Im Fall eines rechts-dichten Punktes ¢y gilt offenbar p*(t9) = 0 und die Kettenregel erhélt die erwartete
Form (f o )™ (to) = (Df)(g(t0))g™ (to).

(3) Die in der Monographie LAKSHMIKANTHAM, SIVASUNDARAM & KAYMAKGALAN [34, pp. 17-18, Theo-

rem 1.2.3(iv)] ohne Beweis angegebene Kettenregel ist im Allgemeinen falsch, d.h. sie trifft nur in rechts-
dichten Punkten zu.
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Beweis: (a) Die Behauptung ergibt sich sofort aus der Definition 6.1 von Differenzierbarkeit.
(b) Es sei € > 0 vorgegeben und man wéhle €1,e5,e3 > 0, so dass gilt
€1 Hf(PJr(to))H;\g1 + &2 (||9(150)||X2 +e3) +e3 HfA(’fo)HX1 <e
Ferner sei U eine Umgebung von ty, so dass fiir alle ¢t € U gilt:
9(t) = g(p™ (t0)) — p(t. p* (t0))g® (to) || 5, < 1 [ult, p* (t0))],
1F(t) = F(p* (to)) — p(t, p* (20)) f2 (t0) || , < 2 |ualt, 7 (0))]
19(t) — g(to)l| x, < e
Fiir t € U gilt nun die Abschéitzung
[£(8) - g(t) = f(pT () - 9(pT (o)) — (F(p™ (t0)) - g™ (to) + p(t, pT (0)) F2 (t0) - 9(t0))]| <
< [I£(* (o)) - (9(t) = g(p™ (t0)) — u(t, p* (t0))g™ (t0)) +
+ (F(8) = F(pT (t0)) = ult, pT (10)).f2 (t0)) - (9(to) + g(t) — g(to)) +
+ pult, pT () 2 (F0) - (9(2) — g(to))]] <
< [en £ (o)) 4, + 22 (l9(to)lx, +e5) + 25 [ £2 ol | It o7 (b)) < 2|utt, o (20))]

und die Giiltigkeit der Produktregel (6.5) ist bewiesen. Schlielich folgt auch noch (6.6), indem man in
Beziehung (6.5) die Funktionen f und g vertauscht und die Symmetrie des Produkts beachtet.

(c) Die Abbildung i : B — B, i(z) := 2~ ! ist innerhalb der multiplikativen Gruppe (B, -) stetig (vergleiche
DIEUDONNE [13, p. 316, Beweis von 15.2.4(i)]). Deshalb ist mit f auch g in g stetig. Zu vorgegebenem
€ > 0 existieren 1,1 > 0, so dass gilt

lg(o* (to))[| [e2 (1 + llg(to)ll) + &1 [|£2 (o) [ l9(p™ (t))][] < &

Ferner gibt es eine Umgebung U von tg, mit der fiir jedes t € U gilt

lg(t) — g(to)ll < &1, 1F(t) = F(p™ (t0)) = p(t, p* (t0)) f2 (o) || < €2 |alt, p™ (t0))]

und wir erhalten

9(t) = g(p™ (t0)) + u(t, p* (t0))g(p™ (to)) - f2(t0) - glto) || =
= H* (p™ (o)) - [(F() = ( (o)) u(t, p*(to)) f2(to)) g(t) +
[u(t, pT(t0)) 2 (t0) - (9(t) — g(to)]|| <
< Hg (t0)) || [2 (e1 + Hg to v |[F2(to)||] ult, pT (t0))| < € |ult, pT (t0))]-

(d) Zum Nachweis der Kettenregel unterscheiden wir zwei Fille.
1. Fall: ¢ty € RS(T), d.h. p*(to) > 0. Dann sind g und f o g nach Satz 6.5(e) im Punkt ¢, differenzierbar
mit den Ableitungen

g(p* (to)) — g(to) fglp* () — flg(to))
1 (to) 11*(to) '

Der letztere Quotient lésst sich aufgrund des Mittelwertsatzes (siche LANG [35, p. 341, Theorem 4.2])
nun wie folgt darstellen

7 (fog)™ (to) = (6.7)

g% (to) =

1
(fog)®(t) — [ / (D) (g(to) + h (905 (t0)) — g(t0))) dh} 90" (t0)) — g(ta)] =
1
[/0 g(t0) + hir* (to)g™ (t0)) dh} A (to).
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2. Fall: tg € RD(T), also p*(ty) = to. Wir geben ein beliebiges € > 0 vor und wihlen €1,£9 > 0 derart
klein, dass

ez (e1+ [|9% (t)|]) +e1 (D) (g(to))ll < (6.8)
gilt. Da g differenzierbar in tg ist, gibt es eine Umgebung U; von ty mit
l9(to) — g(t) — p(to, )g™ (to) || < &1 [u(to, )| fiir alle ¢t € Uy,
was wegen der Dreiecksungleichung nach unten sofort
lg(to) = (1)) < (e1 + [lg™ ()|} ntto, )] fir alle t € Uy (6.9)
impliziert. Auf der anderen Seite besitzt das differenzierbare f die Darstellung
f(@+h) = f(z) = (Df)(x)h = [[h]| P (h)

(vergleiche LANG [35, p. 333]), wobei das Restglied ¢ auf einer Nullumgebung in X’ definiert ist und die
Beziehung limy,_,g (h) = 0 erfiillt. Insbesondere gilt dann

Flg(®)) = f(g(to)) = (Df)(g(t0)) [9(t) — g(to)] = llg(t) — g(to) || ¥ (9(t) — g(to)) (6.10)

und wegen der Stetigkeit von g in ¢y existiert eine Umgebung Us von tg mit ||¢(g(t) — g(to))| < e2 fiir
alle t € Us. Dies hat nun die Abschétzung

1 £(g(to)) = F(g(t)) — (Df)(g(to))ulto, t)g> (to) ||
< [[f(g(to)) — f(g(t)) (Df)(g(to)) [9(to) — g(@®)]]]
+][(DF)(g(to)) [9(to) — g(1)] — ulto, t)(Df)(g(t0))g™ (to)]| <

< lg(to) — gDl llv(g(to) — gl +
+ D) (gta))ll |9(to) — g(t) — u(to, t)g™ (to) || <

< e (o1 + g% (o)) It )] + 1 [(DF)(gto) |l I1e(to, t)] <

< e|pl(to,t)| firallet e U NUs;

zur Folge, welche gerade die Behauptung darstellt. Damit ist alles gezeigt. #

Bevor der Differenzialkalkiil auf Maflketten weiterentwickelt wird, ist fiir die Verwendung an spéterer
Stelle noch eine Hilfsresultat zur Verfiigung zu stellen. Dazu sei an den Begriff der Involution erinnert;
darunter versteht man eine Selbstabbildung -* : B — B einer Banach-Algebra B (iiber dem Kérper F)
mit Einselement Iz und den Eigenschaften
X+Y) " =X"+Y", (aX)" =aX", (6.11)
(XY)  =Y*X", X=X

fiir alle « € Fund X,Y € B, sowie || X*|| = || X| fiir alle X € B (vergleiche DIEUDONNE [13, pp. 302
303, Abschnitt 15.4]). Damit resultiert unmittelbar das folgende

Lemma 6.12: Ist B eine Banach-Algebra mit der Involution -* und ist die Funktion F : T — B diffe-
renzierbar in tg € T, so ist auch G : T — B, G(t) := F(t)* differenzierbar in to mit der Ableitung

G2 (to) = [F2(to)]”

Beweis: Da Involutionen stetige Isometrien auf B sind, folgt die Behauptung unmittelbar. #
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Der Hauptgegenstand des restlichen Kapitels ist der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung auf Maf-
ketten. Bei seiner Formulierung setzen wir die Differenzierbarkeit in etwas abgeschwiichter Form voraus.
Diese sog. Vordifferenzierbarkeit erweist sich dann als gerade passend, um im Kapitel 7 mittels eines Ap-
proximationssatzes einen Integralbegriff einzufiihren. Als weiteres Hilfsmittel hierzu beweisen wir noch
einen Satz iiber die Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung und Differenziation.

Wie schon beim Zwischenwertsatz 4.8 wird sich beim Mittelwertsatz und seinen Varianten zeigen, dass die
in der reellen Analysis giiltigen Identititen im MaBkettenkalkiil zu Ungleichungen abgeschwicht werden
miissen.

Definition 6.13 ((vor-)differenzierbar, Differenziations-Bereich, Ableitung): Man nennt eine
Abbildung f : T — X wvordifferenzierbar (auf T) mit Differenziations-Bereich Q C T, falls gilt

(i) Q C T, T\ Q ist abzihlbar und TF\ QN RS(T) =0,
(i) f ist stetig auf T und in jedem t € Q differenzierbar.

Wir bezeichnen f als differenzierbar (auf T ), wenn sie vordifferenzierbar mit Q = T* ist. Man nennt die
Funktion 2 : Q — X dann Vor-Ableitung bzw. Ableitung.

Bemerkung 6.14: (1) Etwas prignanter formuliert, ist die Funktion f genau dann vordifferenzierbar,
wenn sie stetig und iiberall bis auf abzéhlbar viele rechts-dichte Ausnahmestellen differenzierbar ist.

(2) Vermoge der Rekursionen
T .= T, G (T“”) :

o= g, A= (2

lassen sich fiir n € Ny auch hohere Ableitungen f2" einer Funktion f : T — X definieren, welche
dann allerdings nur auf T*" erklirt sind. Damit kann man etwa einen Satz von Taylor auf MaSketten
formulieren (siehe AGARWAL & BOHNER [2, Theorem 1, Theorem 2]).

Beispiel 6.15: (1) In trivialer Weise ist T* ein Differenziations-Bereich. Gleiches gilt auch fiir @, falls
T* abzahlbar ist und keine rechts-zerstreuten Punkte besitzt.

(2) Ist T ein abgeschlossenes Intervall in R, so ist eine auf T differenzierbare Funktion im Inneren von T
differenzierbar und in den zu T gehorenden Randpunkten von T einseitig differenzierbar.

(3) Wir betrachten jetzt noch die inhomogene Zeitskala Z + [0, o] fiir ein fixes ¢ € (0,1); und die
stetige Funktion f : Z + [0,0]y — &. Dann ist f vordifferenzierbar mit dem Differenziations-Bereich
O :=Z+ (0,0]y (vergleiche Beispiel 6.9). Dagegen ist Qs := Z + [0, 0)p kein Differenziations-Bereich,
weil (Z + [0,0]g)" \ (Z + [0,0)) aus rechts-zerstreuten Punkten besteht.

Satz 6.16 (Mittelwertsatz): Die beiden Abbildungen f : T — X, g : T — R seien vordifferenzierbar
mit Differenziations-Bereich Q) und es gelte HfA(t)H < g2(t) fir alle t € Q. Dann folgt die Abschitzung

[17(t2) — F0l < glta) — gltr) fibr alle ta,11 € T, 12 S 1o

Beweis: Es existiert eine surjektive Abbildung s : N — [t1,t2)p \ . Ferner sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir
wenden das Induktionsprinzip (Satz 4.6) in [t1,t2]; auf die Aussagen

A@) () = fE)] < g(t) = glta) +e {ult.t) + Y 27"
(

s(n)<t

an. Gilt namlich

Altz) : | (t2) — F(t)I < g(t2) — g(t1) + & |plta,t) + > 27"

s(n)<ta
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fiir beliebiges € > 0, so folgt daraus die Aussage des Satzes.
zu ( ): Die Aussage A(t1) ist trivialerweise erfiillt.
u (ii): Sei t € RS(T), also t € Q. Nach Satz 6.5(e) gelten die Gleichungen

Fpt (@) = £(t) = w*(0) f2 (1), g(p* (1) — g(t) = u*(t)g™ (1),

woraus wegen [[/2(1)] < g (1) folgt /(5" (1)) — ()1 < g™ (1)) — g(0). Aus A() ergibt sich dann wie
folgt A(p™(t)):

[£(p* (@) = ft)| < ([T () = FO + 1F (1) = f(t)I] <

s(n)<t

< g(p™ (1) = g(t) + g(t) — g(tr) + & |u(t,t1) + Y 27 "]

<glp*(t) —g(t) +¢

Wt D+ Y 2”] .

s(n)=pt (1)

zu (iii): Es sei t € RD(T) und nicht maximal, also p™(t) =t # t».
1. 1. Fall: t € QN [ty,t2)7. Dann existiert eine Umgebung U von ¢, so dass fiir jedes r € U die Ungleichungen

£t = £() =t ) PO < 5 It 7)1 9(t) = 9(r) = u(t,r)g* (1) < 5 |u(t, 1)
gelten, woraus die Abschitzungen
1£) = £l < (1P @ +5) It ulr. g™ () < g(r) = g(t) + 5 |u(r.)|

folgen. Fiir alle r € U mit t < r folgt weiter
3 S
1£) = FOI < ) (1720 + 5) < 1) (20 + 5) < 90) = 9(0) +enlr ).

2. Fall: t € [t1,t2)7 \ Q. Es existieren eine natiirliche Zahl m € N mit ¢ = s(m) und eine Umgebung U
von t, so dass fir r € U gilt

9 9

1F(r) = F@Ol = 527, lg(r) —g@)] < 527

Aus der zweiten Ungleichung resultiert 0 < g(r) — g(t) + 527" und Addition mit der ersten Ungleichung
liefert || f(r) — f(&)|| < g(r) — g(t) +£27™. In beiden Fillen existiert also eine Umgebung U von ¢, so dass
fir r € U mit ¢t < r gilt

IF(r) = F@OI < g(r) = g(O) +e | u(r)+ D 27"

t=<s(n)=<r
Mit der Induktionsvoraussetzung A(t) erhalten wir dann

1) = FEDI < F ) = FON+ @) = FRDI <

< g(r)—gt)+e|urt)+ > 27"
t<s(n)<r

+g(t) —g(t) +e |ulrt) + Y 27| =g(r) —g(t) +& |u(rt)+ Y 27",

s(n)<t s(n)<r

also A(r).
zu (iv): Nachdem die nicht-strenge Ungleichung zwischen stetigen Funktionen auf [r,t); gilt, erhdlt man
sie auch auf [r, ¢ ;. #
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Bemerkung 6.17: (1) In dem obigen Beweis von Satz 6.16 wurden weder die Vollstéindigkeit von X
noch eine der algebraischen Eigenschaften der Differenziation benutzt.

(2) Dass die Bedingung der Vordifferenzierbarkeit fiir den Mittelwertsatz gerade passend ist, sieht man
wie folgt:

() Wir nehmen an, [t1, t2];\ €2 enthilt iiberabzihlbar viele rechts-dichte Stellen. Fiir T := R{ betrachte
man die beiden Abbildungen f,g: Rf — R,

Mit den Differenziations-Bereich Q) := [0, %]R U R;{ und t1 := 0, ty := 4 gilt
0<|f2@)] < g2 (t) firalle t € [ty, 2] NQ,
aber g(4) — ¢g(0) < |f(4) — f(0)]. Das ist ein Widerspruch.

(ii) Angenommen, es existiert ein t* € RS(T) N ([t1,t2)r \ ) und f, g sind stetig in ¢t*. Wegen Satz
6.5(e) sind f und g dann auch differenzierbar in T mit den Ableitungen

g(p™ (")) — g(t*)
() '

Fiir T := [0, 1] U {2} UR] betrachte man die beiden Abbildungen f,g: R — R,

o) = S : 9ot =

[t firte(o,1],u{2}
g(t)'_{l—t fir ¢t € Ry '

Mit den Differenziations-Bereich  := [0, 1]z URS und #; := 0, t5 := 4 gilt
0<|f2@)] < g™ (t) firalle t € [ty, 2], NQ,
aber g(4) — g(0) < |f(4) — f(0)]. Das ist ein Widerspruch.
Korollar 6.18: Es sei f: T — X vordifferenzierbar mit Differenziations-Bereich Q). Dann gilt:

(a) Ist [t1,t2]y ein kompaktes T-Intervall, so gilt

1f(t2) = fED)I < sup  [|F2()]| |nlta, tr)] - (6.12)

TE[t1,t2]F N
(b) im Fall f2(t) =0 auf Q ist f konstant.

Beweis: (a) Es sei 0.B.d.A. t; = to. Man betrachte die rechte Seite in Ungleichung (6.12) als Funktion
9(t) == SUP.epy, po)rn0 HfA(T)H w(t, t1) und wende den Mittelwertsatz 6.16 an, womit

[ f(t2) — fEO)] < g(ta) —g(t1) = e[tSItlI;Nm 1 £2 ()] [(ta, t1) — p(tr, t1)] =

sup | £2(7)]] w(tz, tr)
Te[tl,tQ]%ﬁQ

folgt.
(b) Die Aussage (b) resultiert sofort aus (a). #
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Korollar 6.19: Es seien fi, fo : T — X differenzierbar mit f1(to) = fo(to) fiir ein to € T® und

M =F0 afT.
Dann gilt f1(t) = f2(t) auf ganz T".

Beweis: Fiir f(t) := fi(t) — f2(t) gilt wegen der Linearitit der Differenziation f2(¢) = 0 auf T und nach
Korollar 6.18(b) resultiert f(t) = x¢ fiir ein zp € X und alle ¢ € T. Insbesondere zum Zeitpunkt ¢y gilt
0 = fi(to) = fa(to) = f(to) = o, d-h. f1(t) = fa(t). #

Die Abschitzungen des Mittelwertsatzes lassen sich fiir reellwertige Funktionen f etwas anders fassen.

Satz 6.20 (Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen): Es seien f,g: T — R vordifferenzierbar
mit Differenziations-Bereich 2, sowie t1,ts € Q mit t1 < ty. Dann sind folgende Aussagen erfillt:

(a) Ist fA(t) < g2 (t) fiir alle t € Q, so folgt

[ F(t2) = f(t1) < g(ta) — g(tr),

(b) ist 2 auf Q nach oben durch ein M € R beschrinkt, so resultiert

[f(t2) = J(1) < Mu(ta, 1),

(c) insbesondere ist f genau dann monoton steigend (fallend), wenn f2(t) > 0 (f2(t) < 0) fiir alle
t € Q gilt.

Beweis: (a) Man ersetze im Mittelwertsatz 6.16 die Funktion f durch die Null-Abbildung, sowie g durch
die Differenz g — f und benutze die Linearitdt der Differenziation.

(b) Man wende die Aussage (a) auf die Funktion g(t) := Mpu(t,t1) an

(c) Die Aussage (c) ist eine unmittelbare Konsequenz von (a). #

Satz 6.21 (Folgen vordifferenzierbarer Funktionen): Die Glieder f, : T — X der Funktionenfolge
(frn)nen seien vordifferenzierbar mit Differenziations-Bereich ). Ferner existiere zu jedem t € T* eine
kompakte Intervall-Umgebung Uy, so dass die Folge der Vor-Ableitungen (f-)nen auf U NS gleichmdipig
konvergiert. Dann gilt:

(a) Die Konvergenz von (f,(to))nen in einem to € T impliziert die gleichmdifige Konvergenz dieser
Folge auf jedem Uy,

(b) f:=lim,_ o frn ist vordifferenzierbar mit Differenziations-Bereich Q und es gilt

fA(t) = lim an(t) fiir alle t € Q.

n—oo

Beweis: Wir kénnen annehmen, dass in jedem U, auch p (t) enthalten ist. In den ersten beiden Schritten
zeigen wir die Aussage (a).

(I) Wir wihlen ein ¢ € T* und zeigen, dass (fn)nen gleichméBig auf Uy konvergiert, falls (f,,(7))nen fiir ein
7 € U; konvergiert. Es existiert ein Index ng € N, so dass sup,cy,nq ||(fn — fm)2(s)|| fiir alle m,n > ng
existiert. Fiir beliebige r € Uy und m,n > ng gilt nach Korollar 6.18(a)

1fn(r) = Fon (Pl = [[fn(7) = (DI < () = fm(f)) - (f (T

) —
sup H(fn_ m H /.t T,
seUNQ2

oS

ININ
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Daraus folgt weiter

[fn(r) = (W)l < W () + Fn (7)1 + sup [(fn = fin)®(5)|| |p(maxy Uy, ming Uy))|
seUy

Die rechte Seite dieser Ungleichung kann unabhingig von r € U; fiir geniigend grole m,n € N klein

gemacht werden. Daraus folgt die Behauptung, da X vollsténdig ist.

(IT) Wir zeigen die Konvergenz von (f,,(t))nen fiir jedes t € T. Dazu wenden wir zuerst das Induktions-
prinzip in [tg, 00) auf die Aussagen

A(t) : (fn(t))nen konvergiert

an.
zu (i): Der Induktionsanfang ist erfiillt; (f,,(to))nen konvergiert nach Voraussetzung,.
u (ii): Sei t € RS(T), also ¢t € Q. Mit der Beziehung (6.3) gilt

Falpt(£) = fult) + FA(Ou"(t) it alle n € N,

Nach Voraussetzung des Satzes konvergiert (f2(t))nen. Daher folgt aus A(t) die Aussage A(p™(t)).

zu (iii) und (iv): Diese Bedingungen kénnen leicht mit Hilfe der Aussage in Schritt (I) gezeigt werden.
Fiir (iv) ist noch zu beachten, dass Uy nach Satz 3.10(b) stets ein s mit s < ¢ enthilt, falls t € LD(T) und
nicht T-minimal ist. Es gilt also A(t) fiir jedes ¢y =< t. Fiir ¢t < ¢y kann die Behauptung genauso gezeigt
werden. Man wendet das Induktionsprinzip in dualisierter Form in Negativ-Richtung an. Die Rollen von
p~ und pT werden dabei vertauscht. Lediglich bei Priifung der Bedingung (ii) hat die Gleichung (6.3) die

duale Form
Fa(p™ (£)) = fult) = F22(p~ ()" (p~ (1))

(IIT) Wir beweisen nun noch die Behauptung (b). f ist als Grenzfunktion einer lokal-gleichméBig konver-
genten Folge stetiger Funktionen wieder stetig. Es sei g : Q — & definiert durch g(s) := lim,, o, f2(s).
Sei nun t €  und e > 0 vorgegeben. Es existiert ein ny > ng (vergleiche Schritt (I)), so dass gilt

sup HfA — fA(s )| < = fiir alle m,n > ny.
s€U NN 3

Aufgrund der Ungleichung (6.13) (wir setzen p*(t) fiir 7) gilt fiir jedes r € U,
[(falr) = fn(r)) = (falp™ (@) = fin (o™ (®)))]] < S 112 () = F ()| [u(r, p* ()] <
< % \u(r, p*(t))]  fiir alle m,n > ny.
Insbesondere folgt durch Grenziibergang m — oo
[(falr) = F(r) = (falp™ () = F(* ()] < % lu(r, p* ()] fir alle n > n. (6.14)

Weiter gibt es ein j > n; mit
£ (™ (1) = g(p* ()| <

Die Funktion f; ist im Punkt ¢ differenzierbar und folglich existiert eine Umgebung U von t, so dass gilt

£ (0™ () = fi(r) = ulp™ (), ) [ (B)]] < 3 ‘u (t),r)| firallereU. (6.16)

(6.15)

W\m

Insgesamt folgt jetzt fiir r € U, N U aus (6.14) (mit j statt n), (6.15) und (6.16) die Ungleichung
[£(p* (1) = £(r) = ulp™ (1), g < [|(f(pF (1) = £(r)) = (f5 (o™ (t )) )|+
+]1£i( p”) Fi(r) = u(p* (). n) 7 @) +
o™ @), ) (20— o) | <

< (5+5+3) e @] =clulet @),

was zu zeigen war. #
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Beispiel 6.22: Man betrachte die Zeitskala T := [—2, 0], U {%}HEN' Dann ist f(t) := |¢| Grenzfunktion
von fp(t) = |t — %‘ Alle Funktionen f,, sind auf ganz T differenzierbar, aber f besitzt in 0 keine Ableitung,
ist dort also nicht differenzierbar.

Beispiel 6.23: Fiir die Zeitskala T := {0} U, .y { L #]R und die Abbildung

2n 2n—1

0 firt=0
S R S |

1
2n’ 2n—1

ergibt sich f2(0) = 1.



7 Stammfunktion und Integration

In diesem Kapitel sei (T, <, i) eine MaBlkette und X (bis auf weiteres) ein topologischer Raum.

Definition 7.1 (einfache Abbildung): Die Abbildung f: T — X heifit einfach, falls gilt:

(i) In jedem rechts-dichten t € T existiert der rechtsseitige Grenzwert limg ¢ f(s),

(i) in jedem links-dichten t € T existiert der linksseitige Grenzwert lim, ~ f(s).

Mit 8(T, X) bezeichnen wir die Menge aller einfachen Abbildungen von T nach X .

Bemerkung 7.2: (1) Ist X ein linearer Raum, so auch §(T, X).

(2) Fiir einen Banach-Raum X und ein T-kompaktes Intervall als Definitionsbereich kann man zeigen,
dass die Treppenfunktionen s : [t1,t2]y — X dicht (beziiglich der €%-Topologie) in 8(T, X) liegen (siehe
DIEUDONNE [12, p. 140, Satz 7.6.1] oder HILGER [20, p. 11, Satz 1.8]). Folglich ist dann auch §(T, X) ein
Banach-Raum.

Definition 7.3 (rd-stetige Abbildung): Die Abbildung f : T — X heifit rd-stetig, falls gilt:

(i) In jedem rechts-dichten oder maximalen t € T ist f stetig,

(i) in jedem links-dichten t € T ewxistiert der linksseitige Grenzwert limg ~ f(s).

Mit C.q(T, X) bezeichnen wir die Menge aller rd-stetigen Abbildungen von T nach X.

Bemerkung 7.4: Fiir die soeben eingefiihrten Funktionenmengen bzw. -réume gelten die Inklusionen

Nur falls T zugleich links-dichte und rechts-zerstreute Punkte enthilt, ist die linke Inklusion nicht um-
kehrbar (vergleiche Beispiel 7.6). Auf einer diskreten Maflkette fallen alle drei Rdume zusammen. Im Fall
T =R gilt C(R, X) C C.q(R, X).

Satz 7.5 (Eigenschaften einfacher und rd-stetiger Funktionen): Fs sei die Abbildung f : T — X
gegeben. Dann gilt:

(a) Ist f einfach bzw. rd-stetig, so ist es auch der Bernoulli-Shift f' = f o pt (p% bezeichnet den
Sprungoperator),

(b) sei Y ein weiterer topologischer Raum und h : X — Y stetig. Ist [ einfach bzw. rd-stetig, so ist es
auch die Komposition ho f: T — Y,

(c) sind die Abbildungen f, : T — X der lokal gleichmdfSig gegen f konvergenten Folge (fn)nen einfach
bzw. rd-stetig, so ist es auch die Grenzfunktion f,

(d) ist der Raum X das kartesische Produkt X = Xy X ... x Xy der topologischen Riume Xi,..., XN
und f = (f1,...,fn), so ist mit jedem fr (k € {1,...,N}) auch f einfach bzw. rd-stetig in der
Produkttopologie.

Beweis: (a) Es geniigt, jeweils die einseitigen Grenzwerte zu betrachten. Sei ¢ € T rechts- bzw. links-
dicht und (s,)nen eine gegen t konvergente Folge in T mit ¢ < s, bzw. s, < t. Dann ist (7,,),en mit
Tn := pT (sy,) eine Folge mit den gleichen Eigenschaften. Es folgt

lim f(p™ (s)) = lim F(p*(sn)) = lim f(ry) = lim £(s).

34
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und analog limg -~ f(p*(s)) = lims ~ f(s). Ist t € RD(T) und f € C.q(T, X), so folgt weiter

lim f(p* () = lim £(s) = F() = F(oH (), lim Sp*(5)) = i £() = F(0) = S (" ().

Fiir (b), (c) und (d) geniigt der Hinweis, dass Grenzwertbildung und die jeweils genannten Operationen
(Komposition mit h, Ubergang zur Grenzfunktion, Bildung des kartesischen Produkts) vertauschbar

sind. u

Beispiel 7.6: Die Kornigkeit u* = u(p™(-),7) — p(-,7) : T — R ist rd-stetig, in links-dichten und rechts-
zerstreuten Punkten jedoch nicht stetig (Satz 4.34). Konkret sind bei Z + [0, %]R die Punkte der Form
k+ % mit k € Z sowohl links-dicht, als auch rechts-zerstreut.

Von nun an sei X wieder ein Banach-Raum.

Satz 7.7 (Vor-Stammfunktion): Gegeben seien eine einfache Abbildung f : T" — X und 7 € T,
& € X. Dann existiert genau eine vordifferenzierbare Funktion F : T — X mit Differenziations-Bereich
Q, so dass gilt F(1) =& und

FA®t) = f(t) fiir allet € Q.

F wird als Vor-Stammfunktion bezeichnet.

Beweis: (I) Die Eindeutigkeit folgt sofort aus Korollar 6.18(b).

(IT) Sei zunéchst n € N fest vorgegeben. Fiir ¢t € T zeigen wir induktiv die Aussagen
Es existiert eine vordifferenzierbare Funktion F,; : [7,t]; — X mit
Differenziations-Bereich €2, ; und den Eigenschaften

.A(t) : Fn,t(T) _

[F2(s) = £(9)]

zu (i): Wir setzen Q,, ; = 0 und F), (1) := €.
zu (ii): Es sei t € RS(T) und die Funktion F,, ; mit Differenziations-Bereich ,, ; gegeben. Wir definieren
Q) = Qg U {t} und Fopt): [T, pT(7))]y — X durch

IN
I|=

fiir alle s € €y, 4.

_ Fot(s) fiar 5 € [, ]
Fn,p+(t)(8) = { Fo.(t)+ fA)p) firs= p*(tjg '

FA

Es gilt dann (vergleiche (6.3)) ‘ ot (1)

insgesamt also A(p™(t)).

zu (iii): Fiir beliebiges ¢t € RD(T) seien 2, ; und F), ; nach der Induktionsvoraussetzung A(7T") konstruiert.

Es existiert eine Umgebung U von ¢, so das gilt || f(r) — lim,~ f(u)|| < % fiir alle 7 € U, t < r. Fiir

n

den Zeitpunkt s € U, t < s definieren wir die Menge Q, s := (Q,+ \ {t}) U (¢, s]7 und die Funktion
Fo |1, slp — & durch

(s) —f(s)H =0 fiir s =t und

1
FnA’er(t)(s) - f(s)H < - fir alle s € 2,4,

Fo () fur r € [1,t]p
Fps(r) == F,.(t) + li{% fw)pu(u,t) firre (t,s]p

Dann ist F), s vordifferenzierbar mit €2, s, es gilt nach Satz 6.5(c)

||FnA75(T) — f(r)” = ||lim f(u) — f(r)|| < % fiir alle r € (¢, s]y .
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Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung A(t) ergibt dies A(s) fiir ¢t < s, s € U.
zu (iv): Sei ¢t € LD(T). Fiir jedes s < t seien ©,, ; und F), s konstruiert. Es existiert eine Umgebung U von

t, so dass ||f(r) — limy ~ f(u)|| < L fir aller € U, r < t. Sei s € U, s <t fest gewéhlt. Wir definieren

Q. Qs U (s, t)p fiir s € RD(T)
T Qs U s, ) fiir s € RS(T)

und F, ; : [1,t]p — &,

F, s(r) fir r € [7, s]p
Fo(r) == F, () + li;nt fluw)p(z,s) furre (s, t]p-

Dann ist F}, ; vordifferenzierbar mit Differenziations-Bereich Q,, ; und es gilt

|F2,(r) = f()]| = || lim f(u) — f(r) fiir alle r € TS N Q,, 4,

u,'t

1
<=
n

insgesamt also A(t).

(ITT) Mit Hilfe dualer Uberlegungen kann man A(t) auch fiir ¢ < 7 zeigen. Insgesamt haben wir dann fiir
jedes feste n € N eine vordifferenzierbare Funktion F;, : T — X mit Differenziations-Bereich 2,, gefunden,
so dass gilt HFnA(t) - f(t)” < L fiir alle t € Q,.

(IV) Es ist F,(r) = & fiir jedes n € N. Der Satz 6.21 liefert nun eine vordifferenzierbare Funktion

F : T — X mit Differenziations-Bereich Q := (), .y und f2(t) = f(t) auf Q. Das war zu beweisen. #

Einen Integrations-Begriff wollen wir nicht mittels maBtheoretischer Uberlegungen herleiten. Wir folgen
der Darstellung in DIEUDONNE [12, p. 159-161, Abschnitt 8.7] und fithren die Integration als zur Differen-
ziation inverse Operation ein. Das hat den Vorteil, dass sofort ein Integralbegriff fiir Banach-Raum-wertige
Funktionen zur Verfiigung steht.

Definition 7.8 (Cauchy-Integral): Gegeben sei die Abbildung f € 8(T*,X) mit zugehériger Vor-
Stammfunktion F : T — X. Dann heifit

tz t2
/ Fo= [ f(t)At:=F(ty) — F(ty) firalleti,t €T
tl tl

das zu f gehorige Cauchy-Integral von t1 bis ts.
Beispiel 7.9: (1) Wegen Satz 6.5(d) und der Kozyklus-Eigenschaft von p gilt

ta
/ At = p(ta, t1).
t

1

(2) Im Fall der Zeitskala T = R ist jede einfache reellwertige Funktion auch Riemann-integrierbar. Das
Riemann-Integral stimmt mit dem Cauchy-Integral {iberein.

(3) Bei der Zeitskala T = hZ kann man leicht die Beziehung

2 _g
> f(th)  firty > 1

2 tztfl
/ f S 0 fiir t1 =12

t1 %,
= Y fth) fiirty <t

=7

nachweisen.
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(4) SchlieBlich erhdlt man fiir T = Z + [0, %}R und t;,t2 € T die Integralwerte

[t1

] to [t2]—1 t+1 1 1
f(t)dt + f(®)dt + (/ f(t)dt+2f(t+2)> fiir [ta] — 1 > [t1]

to t1 [tz] t:[tl]
~/tl /= [t1] ta [tal=1 / 14l ) . .
fydt+ [ feydt— > (/ f(t)dt+2f(t+2)> fiir [to] — 1 < [ti]
t1 [t2] t—[t1] +

Aus der kontinuierlichen Analysis ist der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung bekannt,
welcher gerade besagt, dass die Funktion

t»—>/ f(s)ds (7.1)

differenzierbar in ty € R mit Ableitung f ist, falls f in ¢y stetig ist. Innerhalb des MaBlkettenkalkiils ist f
héchstens in den rechts-dichten Ausnahmestellen aus T# \ Q nicht differenzierbar. Daher geniigt es — wie
im folgenden Satz 7.11 auch gezeigt wird —, zur Sicherung der Differenzierbarkeit von (7.1) die Stetigkeit
von f nur in diesem Punkte zu fordern: Wir benétigen den Begriff der rd-Stetigkeit.

Definition 7.10 (Stammfunktion): Es sei f: T" — X gegeben. Die Abbildung F : T — X heifit dann
Stammfunktion von f, wenn sie differenzierbar auf T" ist und

FA(t) = f(t) fiir allet € T®
erfillt.

Satz 7.11 (Existenz von Stammfunktionen): Ist 7 € T und f : T — X rd-stetig, so besitzt [ die
Stammfunktion F : T — X,
t
F(t) ::/ f.

Bemerkung 7.12: Stammfunktionen rd-stetiger Abbildungen besitzen per definitionem wieder eine rd-
stetige Ableitung. Allgemein bezeichnen wir deshalb eine differenzierbare Funktion f : T* — X mit
der Ableitung f2 € C,q(T*, X) als rd-stetig-differenzierbar und mit €.,(T*, X) die Menge aller solchen
Abbildungen.

Beweis: Es sei der Zeitpunkt ¢ € T fest. Aus der Definition 7.8 des Cauchy-Integrals und Satz 7.7 folgt,
dass F vordifferenzierbar mit Differenziations-Bereich Q und F2(t) = f(¢) fiir t € Q ist. Fiir t € T% \ Q
ist t € RD(T) und wir erhalten p™(¢) = t. Zu jedem € > 0 existiert eine Umgebung U von ¢ mit

If(s) — f@¥)] <e fiir alle s € U.

Bei festem 7 € T ist die Funktion h(s,t) := F(s) — f(¢t)u(s,7) partiell vordifferenzierbar nach s mit
Differenziations-Bereich © und fiir s € U N Q gilt |[(A1h)(s,t)|| = || f(s) — f(t)]] < e. Mittels Korollar
6.18(a) folgt fiir jedes r € U die Ungleichung

IF(t) = F(r) = ult, 1) FO = [(F () = ult, 7)) = (F(r) = (e, t) FO)]) = [h(E) = h(r)]| <
< s (Aah) (s O it )| < < (e,

F besitzt also eine Ableitung im Punkt ¢ € T. Diese ist nach Satz 6.5(a) eindeutig bestimmt. #

Korollar 7.13: Fiir jedes f € C.q4(T,X) gilt

Pt (1)
/ f=w®)ft) firaleteT. (7.2)
t
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Beweis: Fiir T-maximale oder rechts-dichte Zeitpunkte t ist die Behauptung trivial. Ist dagegen die
Kornigkeit p*(t) > 0 und F : T — X eine Stammfunktion von f, so erhélt man

Pt (1)

Fot@)-Fo = [,

t

WO = wrOFA @)

was gerade die Behauptung darstellt. #

Die verschiedenen Eigenschaften der Differenziation auf Maflketten lassen sich nun auf die Integration
iibertragen:

Satz 7.14 (Eigenschaften des Cauchy-Integrals): Sind t1,ts € T und X ein Banach-Raum iber I,
so gilt:

(a) Die Abbildungen f,g:T" — X seien einfach. Dann gilt fir alle o, € F

/j(afwg) =a/:2f+6/:297

(b) es seien X1, Xy Banach-Riume und - : X1 X Xy — X eine bilineare stetige Abbildung. Sind dann
f:T— X, und g: T — Xy differenzierbar mit Ableitungen f2 € §(T%, X1) und g™ € 8(T", Xy), so
existieren die angegebenen Integrale und es gilt die Formel fiir die partielle Integration

/t CFot ) - gB (1) At + / CFA@) gt At = F(ta) - glta) — F(t1) - g(tr), (7.3)

(c) es sei f: R — X stetig mit stetig-differenzierbarer Stammfunktion und g : T — R eine differenzier-
bare Funktion mit der Ableitung g™ € $(T*,R). Dann existieren die angegebenen Integrale und es
gilt die Integration durch Substitution

g(t2)

/ Ji F (o) + bt (D> ) )= [

(t1)

(d) fiir einfache Abbildungen f: T — X und g: T® — R{ folgt aus || f(t)|| < g(t) fiir alle t € [t1,ta2)7

die Abschdtzung
to to
oA=L
t1 t1

to to to
A
/tl st / sl acs [Tos s gutn)

21 tefty,ta]f

und sind f und g sogar rd-stetig, so gilt

(e) konvergiert die Folge (fn)nen einfacher Funktionen f, : T
eine einfache Funktion f : TF — X, so gilt

to to
m [ fo= / .
n—oo Ji t

Bemerkung 7.15: (1) Im Differenzenkalkiil, d.h. der Situation einer Zeitskala T = Z, ist die Beziehung
(7.3) auch als Abel’sche Summation bekannt.

(2) Unter der Voraussetzung [t1,t2]y € RD(T), lautet die Formel fiir die Integration durch Substitution

K

— X gleichmdfig auf [t1,t2]y gegen

to g(t2)

F(a(t)g (1) At = / ;.

t g(t1)



39

Beweis: Es ist lediglich die Existenz der Integrale und damit jeweils die Einfachheit der Integranden zu
zeigen, welche aber sofort aus Satz 7.5 resultiert. Im einzelnen argumentiert man wie folgt:

(a) Die Linearitit des Integrals ist trivial.

(b) Die Abbildung F: T — X,
F(s) == f(s) - g(s) — f(t2) - glt2) — A1) - g(t) At

ist wohldefiniert und differenzierbar. Sie besitzt gemifl Satz 6.10(b) den Integranden des ersten Integrals
als Ableitung. Damit existiert auch dieses Integral und die angegebenen Beziehung ist zutreffend.

(c) Die Stammfunktion F' : R — X von f ist nach Voraussetzung stetig-differenzierbar und nach der
Kettenregel in Satz 6.10(d) gilt

(Fog)™(t) = [ /0 £ (g(t) + hy* (1) g™ (1)) dh| g2 (t) fiir alle t € T,

was wiederum

12 1 A A g(t2)

LU o et o) a0 at= g - regw = [
t1 0 g(t1

impliziert.
(d) Es seien F, Fy und G Stammfunktionen von f, || f|| und g. Ferner sei H : [t1,t2]; — R definiert durch
H(s) := supye(y, 1,12 9(t)p(s, t1). Dann gilt

|FA@)|| < FR®) = |[FR@)| < G2(t) = |G ()] < HA(t) fiir alle t € [ty, o]y
und aus dem Mittelwertsatz 6.16 folgt

[F(t2) — F(t)|| < Fi(tz2) — Fi(t) < [[Fi(t2) — Fi(t)|| < G(t2) — G(t1) < H(ta) — H(ta).

Hierbei ist die im Satz angegebene Ungleichungskette enthalten.

(e) Sei e > 0 vorgegeben. Zu g7 := p existiert ein ng € N mit supyepy, 4,1 [1fn(t) — f()]| < €1 fiir

[
u(ta,ty
alle n > ng. Es folgt fiir n > ng mit der Behauptung (c)

IESIRE

Damit ist alles gezeigt. #

| 10 - 10) AtH < sup fult) = Ol ultat) <.

tefty,ta]y

Die Einfithrung des Cauchy-Integrals mittels Stammfunktionen gestattet einfache Beweise von aus der
reellen Analysis bekannten Resultaten:

Satz 7.16 (von de I’Hospital): Gegeben seien eine nach oben unbeschrinkte Mafkette (T, =<, u) und
die Funktionen f,g € CL,(T,R) mit g(t) > 0 fiir alle hinreichend grofien t € T. Gilt dann

(i) g™ (t) <0 fiir alle hinreichend grofen t € T und lim;_, o f(t) = lim;_.oo g(t) = 0, oder
(ii) g™ (t) > 0 fiir alle hinreichend grofien t € T und lim;_ o, g(t) = oo,
so resultiert die Aussage

lim @ = lim U
A g AR A

vorausgesetzt der rechte Grenzwert existiert (gegebenenfalls im uneigentlichen Sinn).
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Bemerkung 7.17: Die Regeln von de 1'Hospital fiir reelle Funktionen (T = R) finden sich in nahezu
jedem elementaren Analysis-Lehrbuch, wobei man hier auf die Voraussetzung an das Vorzeichen von
g (t) verzichten kann. Thr diskretes Pendant fiir Folgen (T = Z) wird dagegen etwa in AGARWAL [1,
p. 28, Corollary 1.7.8, Theorem 1.7.9] bewiesen. Eine Verallgemeinerung dieser Resultate auf Mafketten
préasentiert die Arbeit AGARWAL & BOHNER [2, Theorem 3].
(1)

z

Beweis: Es seien z := lim;_, g‘Aﬁ € [—00, 00|, und die betrachteten Zeitpunkte stets so gewihlt, dass

die angegebenen Voraussetzungen erfiillt sind. Wir gehen weiter in drei Schritten vor:

_ + Sp—— : ) + +
(I) Im Fall € [—o00,00)p und o < 7 < w5 existiert ein 77 € T mit g~ < ap furalle t € Ty,
und unter der Voraussetzung (i) impliziert dies f2(t) > a7 g”(t) fiir alle t € Tr,, was nach Integration
iiber das T-Intervall [to,t]; mit 7} =< to < t nach Satz 7.14(d) f(t) — f(to) > z7 [9(t) — g(to)] fiir alle
T, =< tp < t impliziert. Nun fillt die Funktion g wegen Satz 6.20(c) streng monoton und aufgrund der

Beziehung g(t) — g(to) < 0 erhdlt man
f(t) — f(to)
g(t) — g(to)
was wiederum nach Voraussetzung (i)
f(to) = lim 7f(t) — f(to) < a:f fiir alle tg € T}' (7.5)
g(to) — t=o0 g(t) — g(to) '

zur Folge hat. Vollkommen analog lisst sich die Beziehung 7.4 auch unter der Voraussetzung (ii) herleiten.

Allerdings wiichst g nach Satz 6.20(c) dann streng monoton und es ist g(t)—g(tp) > 0, womit % >0

<zl fiiralle Ty <t <t, (7.4)

und somit aus (7.4)

f() = f(to) 9(t) = g(to) _ (1 _ g(to)
g(t) —g(te)  g(t) ! g(t)

resultiert. Dies ist aber wiederum &quivalent zu

f(t) < +<19(t0)>+f(t0)

) fir alle T3 <tg <t

—r <z fir alle T3 <tg <t
g(t) ! g(t) ) g(t) e
und wegen lim;_, o, g(t) = oo gibt es dann ein 75 € T;l mit
t
) <z firalle t € T}, . (7.6)

g(t)

Unabhéngig davon, ob die Voraussetzung (i) oder (ii) erfiillt ist, gilt nach (7.5) und (7.6) also
ft)

= <y firallet € Ty, (7.7)

g9(t)

(IT) Entsprechend zum ersten Beweisschritt zeigt man im Fall 2 € (—oo, 00]p und z; < x die Existenz
eines T3 € T mit

__ M +
ry < —= firalleteTrs. (7.8)
2 T g(t) "
(IIT) Ist schlieBlich x = —o0, so folgt aus (7.7) die Grenzwertbeziehung lim;_, % = —oo und fiir z = oo
ergibt sich aus (7.8) entsprechend lim;_. % = oo. Existiert der Grenzwert z eigentlich, so setzen wir
zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 einfach z; =z — ¢ und x; := 2 + € und erhalten
(7.8) f(t) (7.7) . "
r—e < ﬁ < z+4e firallete ']I‘maxT{szTS}

womit limy_, o % = z folgt. Damit ist der Satz vollstéindig bewiesen. #
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Eine nicht unbedeutende Rolle werden auch Integrale spielen, die von Parametern abhingen.

Satz 7.18 (Parameterintegrale): Es seien t1,to € T, P ein topologischer Raum und die Abbildung
f:TF x P — X stetig. Dann gilt:

(a) Die Abbildung F : P — X,

to

F(p) == f(s,p) As

t1
st stetig,

(b) ist f zusdtzlich lokal beschrinkt, so ist G: T x P — X

t
Gitp) = [ Fls.p) A
t1
beschrinkt.

Beweis: (a) Ein ¢ > 0 sei beliebig vorgegeben. O.B.d.A. betrachten wir nur den Fall ¢; < 5. Es sei
po € P fest. Zu jedem s € [t1, 2]} existieren eine offene Umgebung U, von s und V; von py, so dass

€
Ilf(r,p) — f(s,p0)| < Zu(tg,tl) fiir alle (r,p) € Us x V.

Wir wihlen eine endliche offene Uberdeckung {Us, } w1 n des T-Intervalls [t1,2]; und definieren die
Menge V' := (,_; Vs,. Zu jedem beliebigem s € [t1, to]; existiert ein Index s € {1,...,n} mit s € Uj, .
Es gilt also fiir jedes s € [t1,ts]y und p e V

[ £(s,p) = f(s,po)ll < [1£(5,p) = f(sisspo)ll + [ f(sis:p0) — f(s:p0)| <
< 2%#(152»151) = g#(tz,tl)-

Mit Satz 7.14(d) folgt weiter fiir p € V

<=

nm—ﬂmm=]

Akﬂam—ﬂ&m»As

N | ™

(b) Es sei (to,po) € T x P. Da f lokal beschrénkt ist, existiert eine Konstante M > 0 und eine Umgebung
W des Punktes (to, po) mit || f(s,p)|| < M fiir alle (s,p) € W. Es sei V' die in Beweisschritt (a) fiir (to, po)
definierte Menge. Fiir alle Paare (¢, p) aus der offenen Umgebung W N B _=_(t1) x V' von (to,po) gilt dann

t to
\ f(S,p)AS— ] f(S,pO)AS
t

f(s.p) As

t1

<

|mwm—mmmm=\

to

f(s,p0) As

t1

<iM—&—E:5

* —2M 2

S ’

und damit die Behauptung (b). #

Satz 7.19 (in P differenzierbare Parameterintegrale): FEs seien t1,to € T, P ein Banach-Raum
und die Abbildung f : T" x P — X sei stetig und nach der zweiten Variablen m-mal stetig-partiell
differenzierbar (m € Ny). Dann ist auch die Funktion F : P — X,

F(p) := /t 2f(s,p) As

m-mal stetig-differenzierbar mit den Ableitungen

(D*F)(p) = / 2(D’gf)(s,p) As  fir alle k € {0,...,m}. (7.9)

t1
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Beweis: Ein beliebiges € > 0 sei vorgegeben. Wir untersuchen zunéchst den Fall m = 1, denn fiir m =0
liefert der Satz 7.18(a) die Behauptung. Dazu seien 0.E. t; < t3 und py € P fest gewihlt. Zu jedem
s € [t1, tg]T existieren dann offene Umgebungen Us; C T von s und Vs C P von pg, so dass

I(D2f)(t,p) — (D2f)(s,p0) fiir alle (¢,p) € Ug X V. (7.10)

I< o
= Apltz, 1)
Wir wihlen nun eine endliche offene Uberdeckung {Us, },_, ... des kompakten T-Intervalls [t1, 2]y und

erhalten in V := ();_, V;, eine offene Umgebung des Punktes po; gegebenenfalls verkleinern wir V noch,
um eine konvexe Umgebung zu erhalten. Zu obigem s € [t1, 2] existiert dann ein Index iy € {1,...,n}
mit s € Uy, und es gilt folglich die Abschétzung

[(D2f)(s,p) = (D2f)(s,po)ll < [[(D2f)(s,p) — (D2f)(si,:po)|l + I(D2f)(8:,,p0) — (D2f)(s,p0) || <
(7.10) e

2u(ta, 1)

Fiir derart kleine Vektoren h € P, dass po + h € V ist, erhdlt man nun aus dem Mittelwertsatz der
Differenzialrechnung

IN

fur alle (s,p) € [t1,t2]p X V- (7.11)

F(po +h) — F(po) — U:(Drzf)(s,po) As} hH -
o : f(s,p0+h) — f(s,p0) — (D2f)(s,po)h As|| =
= /tt /01 [(Daf)(s,po + th) — (Daf)(s,po)] dtAsh|| <
<

to 1
X’AHwﬁmmwum—wﬁmmmwmﬂwps

to 1
€ (7.11) €
< —° atAs|hlp =2 ZlAll, .
a /tl /0 2pu(t2, 1 17l QH Ip

Also ist die Funktion F' differenzierbar auf P mit der angegebenen Ableitung, da py € P beliebig war.
Die Funktion

ta

(DP)o) = [ (D2f)s.p) s
t1

ist aber auch stetig, wie wiederum aus Satz 7.18(a) resultiert. Zum Nachweis hoherer stetiger Differen-

zierbarkeit als m = 1, geht man induktiv vor, indem man das bereits Bewiesene auf die Abbildung

DF : P — L(P; X) anwendet. #

Satz 7.20 (in T differenzierbare Parameterintegrale): Gegeben seien Banach-Riume X1, Xo, eine
bilineare stetige Abbildung - : X1 x Xo — X, t1 € T¥, t5 € T, b € Cprq(T, X2) und eine stetige Abbildung
®: T x T* — Xy, deren partielle Ableitung

(A1 ®)(L,5) = limw fiir alle t € RD(T)
t—i wu(t, t)

gleichmdfig beziiglich s aus kompakten Teilmengen von T ezistiert. Dann gelten in jedem to € T die
Aussagen:

(a) Die Funktion F': T — X, F(t) := fttl D(t, s) - b(s) As ist differenzierbar mit der Ableitung

Fﬁaw::@Oﬁwmxtw-baw—k/”YA1¢th@-b@)A&

ty
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(b) die Funktion G : T — X, G(t) := f:z O(t,s) - b(s) As ist differenzierbar mit der Ableitung
12
G2 (t0) = ~0(p* (o) to) b(t0) + [ (1)(t0,5) () s
to

Bemerkung 7.21: Die Aussage (a) gilt auch fiir Zeitpunkte o € Ttt, falls ® nur auf der Menge
{(t,s) € T x T%: s <t} definiert ist.

Beweis: (a) Wir unterscheiden zwei Félle beziiglich to € T".
1. Fall: ¢ty € RS(T). Dann ist F' stetig und nach Satz 6.7(a) auch differenzierbar in ¢¢ mit der Ableitung

p*(to) to
/ ®(pT(tg), s) - b(s) As — / D(tg,s) - b(s) As

tl tl

A 1
Pl = ) l

t1

ot (to) to
- = V 8" (t0),) - b(s) As + [ [‘I’(P+(to),5)‘p(tovs)]'b(S)AS]

T2 (pt (t0), o) - b(to) +/ 0 Mﬁ(toz;&g; o) +b(s) As =

D & (t0), o) - blt) + / "(D1®)(to, ) - b(s) As.

ty

2. Fall: to € RD(T). Es sei nun o.E. t; < tp, € > 0 beliebig und U; eine T-Umgebung von ¢y mit

[®(t, s) - b(s) — B(to, to) - blto)|| < g fiir alle 5,t € Uy,

woraus die Ungleichung

/ ’ (P(t, 8) . b(s) As — ,u(to,t)q)(to,to) . b(to) <

/ i D(t,s) - b(s) As — D(tg, to) - b(tg) As

< < lulto, )| fiir alle t € Uy (7.12)

IN

/t 1@ (t,5) - b(s) As — B(to, to) - blto)]| As

resultiert. Mit einer kompakten Obermenge K C T von [t1,to]; existiert nach Voraussetzung dann eine
weitere T-Umgebung Us von ty mit

g
[@(t0, 5) = @(t, ) = palto, ) (A1) (to, 5)ll , < 55 alto, )] fiir alle t € U, s € K

wobei C' 1= sup,c i }f:l [b(s)]| x, As|, und folglich

to

/ i [D(to, s) — P(t,s)] - b(s) As — ;L(to,t)/ (A1D)(to, s) - b(s) As

t1 t1

/0 [ (to, s) = ®(t, s) — pulto, 1) (A1®)(to, 8) | x, [1b(s) ]|, As

ty
to
/t 1b(5)], As

<

IN

<

e
< =
- 2C

lulto, t)] < g luto, t)| fir alle t € Us.
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Damit erhélt man schliefSlich die Abschétzung

HF(to) — F(t) — plto. ) (cb(to,to) - b(to) + /tlt(m@)(to, s) - b(s) As) H <
/to [®(tg, s) — ®(t,8)] - b(s) As — u(to,t) /to (A1D)(to, s) - b(s) As

t1 t1

< | v

/ ’ q?(t, S) . b(S) As — M(to,t)@(to,to) . b(to) S

§

(7.12)
< elplto,t)| furalle t € Uy NUs,
welche gerade die Behauptung (a) darstellt.

(b) Man beachte f:oz D(to,s) - b(s) As = — ftf;’ ®(to, s) - b(s) As und wende die Behauptung (a) mit der
Abbildung —b statt b an. #

Satz 7.22 (uneigentliche Parameterintegrale): Gegeben seien Banach-Riume X, X, eine bilineare
stetige Abbildung - : Xy X Xy — X, ein T-Intervall J, eine stetige Funktion ® : JxJ* — X1, b € Cpq(J, Xs)
und des Weiteren gelte:

(i) Fiir beliebiges t € J ist ®(t,-)b(-) : J® — Xy uneigentlich integrierbar auf J,
(ii) es existiere die partielle Ableitung

(A1®)(L,5) = limw fiir alle t € RD(J)
t—i wu(t,t)

gleichmapig beziiglich s aus kompakten Teilmengen von J*,

(iii) es gibt eine lokal beschrinkte Funktion ¢ : RS(J) — Ry und eine auf J uneigentlich integrierbare
Funktion m : J — R{, so dass

(A1 D@)(t, s) - b(s)|| < c(t)m(s) fir allet € RS(J), s € J*.
Dann gelten in jedem ty € J* die Aussagen:

(a) Ist J unbeschrinkt nach links, so ist die Funktion F : J — X, F(t) := fioo D(t,s) - b(s) As
differenzierbar mit der Ableitung
to

FA (1) :<I>(p+(t0),t0)-b(t0)+/ (A1D)(to, 5) - bls) As,
—o0
(b) ist J unbeschrinkt nach rechts, so ist die Funktion G : J — X, G(t) := [ ®(t,s) - b(s) As ist
differenzierbar mit der Ableitung

GA(to) = —(I)(p+(t0),t0) . b(t()) + /M(Alq))(to, S) . b(S) As.

to

Beweis: (a) Wir unterscheiden zwei Fille beziiglich ¢y € J.
1. Fall: tg € RS(T). Dann ist F' stetig und nach Satz 6.7(a) auch differenzierbar in ¢y mit der Ableitung

A B 1 pt (to) N . B to .
PAty) = / B(p*t(to), ) - b(s) As / B(ty, s) - b(s) As

:U‘*(tO) —00 —o0

pT(to) to
- ﬁ [ / (o (to), 5) - b(s) As + / [@(p* (t0), 5) — D(to, 5)] - b(s) As] -
(7.2)

2 0l o) t0)- bl + [ P IR0

S & (1), ) - blt) + / (D1®)(fo, 5) - b(s) As.

— 00

-b(s) As =
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2. Fall: to € RD(T). Mit einem beliebigen t1 < o gilt die Darstellung F(t) = Fi(t) + F»(¢) fiir die beiden
Summanden

Fi(t) = /71 O(t,s) - b(s) As, Fy(t) ::/t D(t,s)-b(s) As

und nach Satz 6.10(a) zusammen mit Satz 7.20(a) ist nur noch zu zeigen, dass Fy differenzierbar in ¢,
mit der Ableitung

Fto) = [ ®(to,5) b(s) As

— 00
ist. Dazu sei € > 0 beliebig, aber fest. Weil die Funktion ¢ lokal beschrankt ist, existieren eine Konstante
C7 > 0 und eine T-Umgebung U; von ty mit

[[(A1®)(¢,5) - b(s)|| < Cym(s) fiir allet € Uy, s € J"
und nach dem Korollar 6.18(a) zum Mittelwertsatz folgt
I[®(to, s) — D(t,5)] - b(s)|| < Crm(s)|p(to,t)| fir allet € Uy, s € J". (7.13)

Da die Funktion m : J — RS‘ uneigentlich integrierbar ist, existiert ein Zeitpunkt to = t3(e) < t1, so dass
fio m(s) As < +5-. Es resultiert damit die Abschitzung

4Cq
H/_ B(to, s) - b(s) As—/_2 B(t, 5) - b(s) As—u(to,t)/_2 (A1 D) (to, 5) - b(s) As|| <
< [t - 9] W) As tluttod)] [ 1 Q18)(t0,5) b As <
"2 90, /_ * n(s) As|ulto, 1) < S lulto, 1) fir alle t € U, (7.14)

Mit einer kompakten Obermenge K C J von [t,t;]; existiert nach Voraussetzung (ii) dann eine weitere
T-Umgebung Us von ty mit

[®(to, s) — @(t,5) — p(to, t)(A1®)(to, 5)|| x, < |p(to,t)| firalleteUs, se K

£
2Cy
wobei Cy = Cs(g) := fttl [b(s)]| x, As. Wir erhalten daraus nun

t1 t1 to
‘ / D(tg, s) - b(s) As — / D(t,s) b(s) As — ,u(to,t)/ (A1D)(to, s) - b(s) As|| <
to to t1
t1
< [ 1000, ~ B(t.5)  lto O A18) k0,5, (5, As <
ta
€ b €
< | 6(s)llx, Aslulto,t)] < 5 |u(to,t)| fiir alle t € Us,
20, J, 2 2
was jetzt aber in Form der Ungleichung
t1
Rt = i) =ttt [ (818)(00.9) 809 85 <
to tzo ta
< H/ D(tg,s) - b(s) As —/ D(t,s) - b(s) As — u(to,t)/ (A19D)(to, s) - b(s) As|| +
7oot1 70?1 7075(;
+ ‘ / D(tg,s) - b(s) As — / D(t,5) - b(s) As — ,u(to,t)/ (A1®)(tg,s) - b(s) As|| <
to to to

(7.14)
< elplto,t)| furalle t € Uy NUs,

gerade die Behauptung (a) impliziert.
(b) Der Nachweis der Behauptung (b) erfolgt mit analogen Schliissen und dem Satz 7.20(b). #



8 Die Exponentialfunktion

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen algebraischer Natur. Dabei werden einige technische Notationen
iiber komplexe Zahlen und Abbildungen eingefiihrt.

Lemma 8.1 (die Gruppen C; und Ry,): Es seien h € R} und
Cp:={2€C: 1+ hz+#0}, Rp:={z€R: 14 hz>0} CCy;
dann gilt:

(a) Durch die Addition
21 ®p 22 1= 21 + 22 + hz122

wird eine Abel’sche (additive) Gruppe (Cp,®p) mit dem neutralen Element 0 € C und dem zu
z € Cy, inversen Element Spz := fﬁ definiert,

(b) (Rp,®n) ist eine Untergruppe von (Cy, Bp).
Bemerkung 8.2: (1) Die Differenz zweier beliebiger Elemente 21, zo der Gruppe (Cp,, ®1) lautet

Z1 — 29
1+h22

21 Op 22 =

(2) Im Fall h = 0 gilt offenbar Cy = C und andernfalls ist C;, die komplexe Zahlenebene ohne den

isolierten Punkt 7711, weshalb Cj, auch verallgemeinerte komplexe Ebene heifit. Bettet man R in die

komplexe Zahlenebene ein, so ist Ry gerade die reelle Achse und fiir h > 0 ist Ry = (—%7 oo)]R die im

Punkt —% startende und rechts davon verlaufende horizontale Halbgerade; man bezeichnet R, daher als
verallgemeinerte reelle Achse.

Beweis: (a) Wir zeigen nur die Abgeschlossenheit von Cj, beziiglich ®j,. Fiir komplexe Zahlen z1, z5 € Cp,
gilt ndmlich
14+ h(z1 ®p 22) =1+ h(z1+ 22+ hz129) = (1 + hzy) (1 4 hze) # 0.
—_——

#£0 #£0
Der Rest des Beweises erfolgt durch einfaches Nachrechnen der Gruppenaxiome.

(b) Man gehe analog zu (a) vor. #
Fiir die wiederholte Addition in C;, bzw. in R;, definieren wir induktiv

0062z :=0, (n+1)Opz:=2@h (nO 2), (=n) O z:=6x(n O z) fir alle n € Ny
und z € Cp, und gelangen zur folgenden Formel fiir das Produkt in C; mit ganzen Zahlen:

Lemma 8.3: Fiir allen € Z, h € R{ und z € Cy, gilt

(1+tz)"—1

: (8.1)

nOp z = lim
N\

Bemerkung 8.4: Man beachte, dass der Limes in Beziehung (8.1) auch fiir h = 0 existiert und wie zu
erwarten n ©g z = nz gilt.

Beweis: Der Beweis ergibt sich durch vollstdndige Induktion iiber n € Z ausgehend von n = 0 in beide
Richtungen, d.h. fiir n < 0 und n > 0. #

46
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Definition 8.5 (verallgemeinerte Real- und Imaginirteil-Projektion): Fir eine beliebige reelle
Konstante h € Rar definieren wir die Menge

1+tz|—1
Sh::{ze(C: lim|+z|:0}C(Ch,
t\h t

sowie die beiden Abbildungen Ry, : Cp, — Ry, Sy, : Cp, — Sy, durch

. T4tz -1 . (1+tz)° -1
= lim ————— R = lim ———
BT PEEm T

mit 2° 1= éT fiir z #£ 0. Sie heiffen verallgemeinerte Realteil- und Imagindgrteil- Projektion.

Bemerkung 8.6: (1) Die Funktionen R(.)(2),S((z) : R§ — C sind fiir festes z € Cy, (fiir alle h > 0)
stetig in h = 0, denn es gilt (etwa vermoge der Regeln von de I'Hospital)

. _ s Cx Y
’lll\mo Ri(z) = R(=), }1{% Sn(z) = S(2).

Ferner erhélt man fiir jedes z € Cy, die Zerlegung R, (z) @y, Sn(z) = 2.

(2) Man kann die verallgemeinerte Real- und Imaginérteil-Projektion fiir A > 0 auch geometrisch in der
komplexen Ebene interpretieren. Zunéchst ist S der Kreis mit Mittelpunkt —% und Radius %

e R, (2) ist die Projektion des Punktes z € Cp, lings des Kreises S, auf die Halbgerade von —% durch
den Nullpunkt 0.

e 3y (2) ist die Projektion von z € Cp, lings der Halbgeraden von —% durch z auf den Kreis Sy,.

Im Grenzwert h \, 0 geht der Kreis S; in die imaginidre Achse iiber und wird deshalb auch als
verallgemeinerte imaginéire Achse bezeichnet.

Wir definieren nun eine konformale Transformation &, : C, — C durch

. In(1+tz2)
= lim ————= 2
&n(2) fm —— (8.2)
wobei In den Hauptzweig der komplexen Logarithmus-Funktion In(z) := In|z| + ¢ arg(z) mit Wertebe-

reich {z € C: J(z) € [-7,7)g} bezeichnet. Man beachte, dass im Sinne der kompakten Konvergenz die
Grenzwertbeziehung limy\ o £ = o = Ic gilt. Die geometrische Wirkung der Abbildung &, lasst sich wie
folgt beschreiben:

e Im Punkt f% startende Halbgeraden werden auf horizontale Geraden in C abgebildet,

e Kreise um f% werden auf vertikale Geraden in C abgebildet.

e Insbesondere ist das £;,-Bild der Halbgerade R;, die reelle Achse und das Bild des Kreises S;, die

imaginére Achse.

Speziell im Fall h = 1 bildet &;, das Innere der nach links verschobenen Einheitskugel By(—1) C C auf
die linke Halbebene {z € C : R(z) < 0} ab.

Restringiert man das Bild von &, auf den horizontalen Streifen S; := {z eC: Y(z) € [—%, %)R , SO
kann man die zu &, : C, — S} inverse Abbildung 9, : S, — Cj, durch
.. exp(tz) —1
In(z) == tl{r}ll . (8.3)

angeben. Thre geometrische Wirkung ist dual zu der von &,.

Motiviert durch Lemma 8.3 kann man auch eine Multiplikation mit reellen Zahlen auf R;, definieren.
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Lemma 8.7 (der lineare Raum R},): Es sei h € R. Beziiglich der Addition @), und der skalaren
Multiplikation

1+tz)* -1
a@hz::lim%

fir alle o € R, z € Ry,
t\h t

bildet (Rp, ®p, ©p) einen eindimensionalen linearen Raum iber R.

Beweis: Die Inklusion a®pz € Ry, fiir alle o € R, z € Ry, ist eine unmittelbare Konsequenz der Definition
von Ry, und der Eigenschaften der (reellen) Exponentialfunktion. Der Nachweis der Vektorraum-Axiome
ergibt sich durch einfaches Nachrechnen und soll hier nicht erbracht werden. #

Weitere Ergebnisse zur Arithmetik auf Cj, findet man in HILGER [26].
Nach den folgenden drei Hilfsresultaten — von denen das zweite zunéchst nur informativen Charakter

hat — lésst sich eine Exponentialfunktion auf Maflketten definieren.

Lemma 8.8 ((positiv-) regressive Gruppe): Gegeben sei eine beliebige Mafkette (T, =<, u) mit der
zugehorigen Kornigkeit p*. Dann gilt:

(a) Die Menge
CraR(T",C) := {a € Crq(T",C) : a(t) € C-y) fiir alle t € T"}

ist beziiglich der Addition
(a ® b)(t) 1= alt) By o) b1

eine Abel’sche (additive) Gruppe — die sog. regressive Gruppe — mit dem neutralen FElement
0:T* — C und dem zu a € CrqR(T",C) inversen Element

_ . a(®)
1+ p*(t)a(t)’

(©a)(t) :=

(b) weiter ist
CHR(T* R) := {a € Crq(T",R) : a(t) € Ry fir alle t € T}

eine Untergruppe von (C.4R(T* R), ®), die sog. positiv-regressive Gruppe.

Beweis: (a) Da die Kornigkeit pu* rd-stetig (siehe Beispiel 7.6) ist, gilt auch a ® b € C,4(T*, C). Ferner
ergibt sich die Eigenschaft (a @ b)(t) € C,- ;) (punktweise) aus Lemma 8.1(a).

(b) Man geht analog zu (a) vor. #

Lemma 8.9 (der positiv-regressive Raum): FEs sei (T, <, u) eine Mafkette mit der Kérnigkeit p*.
Dann ist CHR(T*,R) beziiglich der Addition & und der skalaren Multiplikation

(@ ©a)(t) :=aOu-u) alt) firaleoacR

ein linearer Raum dber R, der sog. positiv-regressive Raum.

Beweis: Nach Satz 7.5(b) ist auch das Produkt a © a wieder rd-stetig und (o © a)(t) € R« folgt
(punktweise) aus Lemma 8.7; gleiches gilt fiir die restlichen Vektorraum-Axiome.

Lemma 8.10 (verallgemeinerter Real- und Imaginirteil): Es sei (T, <, u) eine Mafkette mit der
Kornigkeit p* und

€ra8(T*,C) :={a € €.q(T,C) : a(t) € S+ () fiir alle t € T*}.
Dann sind die beiden Operatoren

Yy { C.4R(T",C) — € R(T* R) 5. { CaR(T*,C) — C,q8(T*,C)
' a o Replae) ' a = Suepfal)
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wohldefiniert. Wir nennen den Funktionswert %(a) den wverallgemeinerten Realteil und @(a) den
verallgemeinerten Imagindrteil der Funktion a € C.qR(T",C). Zudem gilt noch die Zerlegung

Beweis: Die Behauptungen resultieren aus den Eigenschaften der verallgemeinerten Real- und Ima-
ginérteil-Projektionen R und Sy,. #

Definition 8.11 (Exponentialfunktion): FEs sei eine Mafkeite (T, =<, ) mit der Kornigkeit p* und
a € CpqR(T*,C). Dann heifst die Abbildung e, : T x T — C,

ealt, ) = exp ( /T t € (o) (als)) As> (8.4)

(komplezxe) Exponentialfunktion.

Beispiel 8.12: (1) Im Fall der Zeitskala T = R ist p*(¢) = 0 und damit

i
€a(t, T) = exp (/ G(S) ds) = eA(t)_A(T)»

wobei A eine Stammfunktion von a bezeichnet. Speziell fiir konstante Exponenten a(t) = a erhélt man
ealt, ) = et=7),

(2) Mit Blick auf das Beispiel 7.9(3) resultiert bei der Zeitskala T = hZ bekanntlich p*(¢) = h, somit also
die Beziehung

max{7,t}
hz: In(1 + ha(hs))

ealt,7) = exp | sgn(t —7) W

_ min{r,t}
$= D

t—T

und mit konstanten Funktionen a(t) = a auch ey (t,7) = (1 4+ ha) 7 .

Satz 8.13 (dynamische Eigenschaften der Exponentialfunktion): Gegeben seien die beiden kom-
plexwertigen Funktionen a,b € C.yR(T*,C). Dann sind die folgenden Aussagen erfillt:

(a) FEs gilt die Funktionalgleichung

eagb(t, 7) = eq(t, T)ep(t,7) fiir alle t,7 € T, (8.5)
und die Kozyklus-FEigenschaft
ealt, s)ea(s, 7) = eq(t,7) fiir alle s,t,7 €T, ‘ (8.6)
(b) eq(7,7) =1 und die Funktion a ist die Wachstumsrate fiir e,(-,7) (1 € T*), d.h.
(Areq)(t,7) = ea(-, 7)2(t) = a(t)eq(t,7)  fiir alle t,7 € T, (8.7)
und
(Agey)(t,7) = eq(t, )2 (1) = —a(T)eq(t, pt (7)) fiir alle t,7 € T". (8.8)

Beweis: (a) Die Beziehung (8.5) ldsst sich im Kontext linearer dynamischer Gleichungen beweisen. Man
vergleiche hierzu HILGER [21, pp. 31-32, Satz 6.2(viii)]. Dagegen resultiert (8.6) unmittelbar aus der
Definition 8.11.
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(b) Offenbar gilt nach Definition e, (7, 7) = 1.
1. Fall: t € RS(T), also t < p*(¢), und wir erhalten aus der Beziehung (6.3)

exp ( / o ) As) ~exp ( / o (a(s)) As)

(Areq)(t,7) =

p(
Pt ()
exp / §ur(s)(a(s)) As | —1 .
¢
- — e ([ ecotate as) =
exp (§ur v (a(t))p”(t) —1 (8:3)
= @O =L 1) 9,6 ra(Dea(t) = a7,
2. Fall: t € RD(T*), also t = p*(t). Dann ist die Funktion &,«((-) stetig in ¢. Zu beliebigem & > 0 und
€= 1o (‘i 1 existiert eine Umgebung U von t, so dass gilt
€ ..
€y (alr) — a(t)| = |Eury (alr)) = Eue(s)(als))| < 3 fir aller € U (8.9)
und folglich
|€ue(my (a(r))| < |€u= ) (alt)] + = fiir alle r € U. (8.10)

exp(z) (142)

Wegen dem Grenzwert lim,_,( = 0 gibt es ferner eine Umgebung V' C U von t, so dass gilt

eXp</tsgu*(r)(a(r)) > <1+/ €un(r) (@ )‘ < m

(8.10) ¢
< 3 |u(t, )| fiir alle s € V.

/t e m(a(r) Ar| <

Aufgrund der Beziehung (8.9) ergibt sich dann

lea(t, 7) = €a(s, 7) — alt)ea(t, T)u(t, 5)| <
lea(t, 7)] Hl—exp (/ Euriry(a ) g,, < (a(r)) Ar| +
(t,

lealt. )| [ 5 It )] + 5 lutt s>|}= m >| fiir alle s € V

IA

| <

und damit die Beziehung (8.7). Desweiteren gilt nach (a) die Identitit 1 = e, (7, t)e, (¢, 7) und damit folgt
durch Differenziation nach 7

/: (a(r) —a(t)) Ar

IN

0 & o (ot (1), )(Ased) (£, 7) + a(r)ea(r, teal(t, 7) =
G5 o (07 (1), )(Aaed)(t,7) + a(r) fiir alle t,7 € T,
was die Gleichung (8.8) impliziert. #

Korollar 8.14 (Eigenschaften der Exponentialfunktion): Gegeben seien ein 7 € T und die beiden
Funktionen a € C,q8(T",C) und b € C/,R(T*,C). Dann gilt:

(a) Es ist|e,(t,7)| =1 fiir allet € T,
(b) ep(-,7) ldsst sich eindeutig in einen Wachstums- und Schwingungsanteil zerlegen; es gilt
es(t,7) = eqyasm (6 T) = eqpy (6 T)eg, (8, 7)  fir allet € T,

wobet der erste Faktor positiv ist und der zweite Faktor konstanten Betrag 1 besitzt.
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Beweis: Der Beweis liegt nach obigen Ausfithrungen auf der Hand. #

In Hinblick auf eine kurze und iibersichtliche Formulierung der néchsten Resultate sind noch weitere
Notationen einzufithren. Fiir nach unten durch 0 beschrinkte Funktionen a : T® — R schreiben wir

la] := inf a(t) (8.11)
und erhalten auf elementarem Wege die Eigenschaften
la] + [b] < [a+0b], la] [b] < [ab], laa| = ar[a)

fiir o € Ry und nach unten durch 0 beschriinkte Funktionen a,b : T — R.

Die folgende Definition gestattet es, im folgenden Satz 8.18(b) und Lemma 8.23 das asymptotische Ver-
halten der Exponentialfunktion auf Maflketten nidher zu beschreiben.

Definition 8.15 (dynamische Ordnung auf €}, R(T*,R)): Fiir a,b € CHR(T* R) definieren wir
adb & 0<|b—al, a<db & 0<|b—a]

und bezeichnen a dann als dynamisch kleiner-gleich bzw. dynamisch kleiner als b.

Bemerkung 8.16: (1) Die Relation < macht C,R(T*,R) zu einer geordneten Menge und ist damit
reflexiv, transitiv und antisymmetrisch; dennoch ist sie nicht total und folglich (€F,R(T*,R), <) auch
keine Kette (siehe Definition 1.1).

(2) Die Relation < ist zwar weder reflexiv, antisymmetrisch noch total, aber dennoch transitiv.

(3) Offenbar ist die Beziehung a < b notwendig fiir a <1 b. Zudem garantieren die beiden obigen Bemer-
kungen (1) und (2), dass man mit den Relationen < und < auf €, R(T*, R) umgehen kann wie mit < und
< auf einer Kette T bzw. wie mit < und < auf R. Insbesondere lassen sich Ungleichungsketten bilden.

Beispiel 8.17: Bei konstanten Funktionen a(t) = «, b(t) = 8 (o, 8 € R) und T € {hZ, R} gelten offenbar
die Aquivalenzen

adb & a</p, a<db <& a<p.

Eine besondere Bedeutung besitzen reelle Exponentialfunktionen, da sich mit ihnen das asymptotische
Verhalten der Losungen dynamischer Gleichungen beschreiben ldsst.

Satz 8.18 (Eigenschaften der reellen Exponentialfunktion): Fir den Zeitpunkt 7 € T und die
Funktionen a,b € € R(T",R) gilt:

(a) Es ist eq(t,7) >0 fiir allet €T,
(b) unter der Voraussetzung a <1b folgt

ea(t,7) < ep(t,T) fir alle T <t, ea(t, ) > ep(t, ) fir allet <,

(c) schlieflich gilt noch die Aquivalenz
a=0€C R(T"R) < eut,7)=1 firalleteT.

Bemerkung 8.19: Die Sprechweise ,,a ist dynamisch kleiner-gleich b“ ldsst sich dadurch motivieren,
dass b im Sinne der Aussage (b) des obigen Satzes stérker als a wichst.

Beweis: (a) Nach Beziehung (6.3) gilt fiir t € T

ealp™(t),7) ) al)eat, I (1) + ealt,7) = (14w ()a(t)) ealt, 7),
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also eq(pt(t),T)ea(t,7) = (1+ p*(t)a(t))eq(t,7)> > 0. Weil nach Definition der Abbildung e, beide
Faktoren auf der linken Seite invertierbar sind, folgt sogar e, (p™ (¢),7)eq(t, 7) > 0 fiir alle ¢ € T. Wegen
ea(T,7) =1 > 0 ergibt sich daraus die Behauptung nach dem Zwischenwertsatz 4.8.

(b) Aus a < b und damit a(t) < b(t) fiir alle t € T folgt (b © a)(t) > 0 und daher

(Areped)(t,7) ) (66 a)(t)epoalt, 7) > 0.

Wegen Satz 6.20(a) resultiert
0 <epoalt,7)—1 fiir alle 7 <t, 0<1—epoalt,7) firallet=<r

und aufgrund epeq(t, 7) (%2 % ergibt dies die Behauptung (b).

(c) Die Aussage (c) folgt aus (b) im Spezialfall a = b= 0 € €, R(T*, R). #
Damit lassen sich auch aus der klassischen Analysis bekannte Ungleichungen verallgemeinern:
Lemma 8.20 (Bernoulli’sche Ungleichung): Es seia € €, R(T* R) und

0<a oder a<0. (8.12)

Dann gilt die Bernoulli’sche Ungleichung

to
ea(t2,t1) Z 1 —|—/ a f’UT alle tl,tQ e T. (813)

t1

Bei konstantem a(t) = « fir ein « € R mit 1 + p*(t)a > 0 fiir jedes t € T erhdlt man

ea(tg,tl) >1+ Oéu(tz,tl) fﬁT‘ alle t1,to € T. (814)

Beweis: O.B.d.A. sei t; < ty und ¢t € [t1,t2];. Nach obigem Satz 8.18(b) gilt dann e,(t,t;) > 1
bzw. eq(t,t1) <1 fiir a(t) > 0 bzw. a(t) < 0; in beiden Féllen also

8.7
a(t) < ab)ea(t,t1) X (Areq) (¢, 11).
Mit dem Satz 6.20(a) resultiert daraus
ta
/ a < eq(ta, t1) —eq(ti, t1) = eq(ta, t1) — 1.
t1

das ist gerade die Behauptung (8.13). Bei konstantem a(t) = « ist schlielich noch fttf a = ap(ts,t;) und
wir erhalten auch die Ungleichung (8.14). #

Beispiel 8.21: Im Fall der Zeitskala T = Z hat die Ungleichung (8.14) gerade die bekannte Form
(1+a)>1+at firalleteN

und a > —1.

Bemerkung 8.22: Wie man anhand der Definition der Exponentialfunktion (8.4) und der elementaren
Ungleichung e > 1 + ¢ fiir alle ¢ € R leicht erkennt, ist die Voraussetzung (8.12) technischer Natur. Die
stellt aber keine Einschrankung in Hinblick auf unsere Anwendungen dar.

Die Bernoulli’sche Ungleichung ermoglicht es uns, das asymptotische Verhalten der Exponentialfunktion
zu beschreiben:

Lemma 8.23 (asymptotisches Verhalten der Exponentialfunktion): Gegeben seien die Mafkette
(T, =, ) und 2wei Funktionen a,b € C R(T"*,R) mit folgenden Eigenschaften:
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(i) (T,=, p) ist unbeschrinkt und T € T wie in Definition 4.17 gegeben,
(ii) es gilt b<1 0 < a,

(iti) die Kornigkeit p* ist beschrinkt auf T*.

Dann gelten folgende Grenzwertbeziehungen

lim e, (t,7) = oo, lim eq(t,7) =0,
t—o00 t——00

lim e,(t,7) =0, lim ey(t, 7) = 0.
t—oo t——o0

Bemerkung 8.24: (1) Die Sprechweise ,,a ist dynamisch kleiner b* ldsst sich dadurch motivieren, dass
b nach obigem Satz im folgenden Sinne stérker als a wéchst

. lim epsa(t,7) =0, tlim €psa(t, T) = 00 (8.15)

fiir beliebiges 7 € T*. Allerdings sind die Bedingungen (8.15) nicht hinreichend fiir 0 < |b — a] bzw. a < b.

(2) Wie der Beweis zeigen wird, sind bereits die folgenden Voraussetzungen hinreichend fiir die jeweiligen
Konvergenzaussagen:

| | a | b |
(i) (T,=,p) ist nach oben unbe-
schrankt,

(ii) b < 0 auf der Menge T,

(iil) p* ist beschrankt auf (T )",

(i) (T,=,p) ist nach oben unbe-
t— 00 schrankt,
(i) 0 < a auf der Menge T},

(i) (T, =, ) ist nach unten unbe-
schrénkt,

(ii) 0 < @ auf der Menge T,

(iii) p* ist beschrankt auf (T )",

(i) (T,=,p) ist nach unten unbe-
schrankt,
(ii) b < 0 auf der Menge T .

t— —o0

Beweis: Wegen der Voraussetzung (ii) existiert zunéchst ein p > 0 mit b(¢) < —p < 0 < p < a(t) fiir alle
t € T, welches aufgrund der Beschrénktheit von p* so klein gew#hlt werden kann, dass psup,cps p*(t) < 1
erfiillt ist. In Hinblick auf obige Bemerkung zeigen wir nun alle vier Grenzwertbeziehungen separat:

(I) Nach der Bernoulli’schen Ungleichung 8.20 gilt die Abschiitzung
(8.13) t t
ealt,7) > 1+/a21+/pAs:1+p,u(t,T)t—>oo.

(IT) Nach Voraussetzung (iii) gibt es ein C' > 0 mit der Eigenschaft p*(s) < C fiir alle s € T, und wir
erhalten die Abschitzung

a(s) p P , _
- = > > fiir all T..
(©a)(s) T+ (s)a(s) — T+ p(s)p — 1+ Cp ir alle s € T

Dies impliziert nun

T T p p
— > As = t
[ ez [ e g e

somit wiederum nach der Bernoulli-Ungleichung 8.20

0<eq(t,T) =
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(III) Vollkommen analog zum Schritt (I) ist

(8.13) t T T
ep(t,7) > 1+/b:1—/ b21—|—/ pAs:l—&-p,u(T,t)f—>oo.
T t t oo

(IV) Die Voraussetzung (iii) garantiert die Existenz einer oberen Schranke C' > 0 mit p*(s) < C fiir alle

s € T+ und wir erhalten neben pu*(s) < Cp < 1 die Abschiitzung

b
(eb)(s) = () o2 5 2 fraleseTt.

14 pr(9)b(s) T 1—pr(s)p T 1=Cp

Damit resultiert

t tp P
b> As = t
/T@ */Tl—Cp s l—Cpu(’T) PR

und des weiteren
8.5) 1 (823) 1

(
0 < ep(t,7) = 0
<altn) = wn S 1+/t9b p—

Damit ist alles gezeigt.

Korollar 8.25: Unter den Voraussetzungen von Lemma 8.28 gilt fiir jedes T € T

ealt, )
1m =
t—oo0 pu(t, 7)

lim [p(t, 7)ep(t, 7)) = 0.

)
t—oo

Beweis: Wir verwenden die Regeln von de I’Hospital aus Satz 7.16. Demnach gilt

ea(taT) = lim w@:’?) im |a(t)e T)] = 00
A A G et )]
und
. 63y BT) @0 L @8 el
tlglolo (1t Tep(t, )] = tLOO (Arecy)(t,7) tLoo (eb)(t)eap(t, T) tLOO (©b)(t)

Wir geben noch eine wichtige Abschéitzung fiir das Integral iiber Exponentialfunktionen an.

Lemma 8.26: Gegeben seien die Zeitpunkte t1,ta,t,7 € T und a,b € dofR(T",R). Dann gilt:

(a) Fiir konstantes b — a ist

(b(t2) — alt2)) / " ealt, 0 (s))en(s, 7) As = ea(t, ) lescalta, ™) — evealtn, 7)),

t1

(b) im Fall |b—a] >0 folgt

ta
/ eq(t,pT(s))ey(s,7) As < ¢a(t,7) leboa(ta, T) — epoa(t1, 7)) fiir alle t1 < ta,

t1 [b— al
(c) und fir |a —b] > 0 erhdlt man

/t2 ea(t, pt(s))ep(s, 7) As < w levsa(t1, T) — evsalte, 7)]  fiir alle t1 < to.
ty

(8.16)

(8.17)
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Beweis: Fiir b(s) # a(s) auf [t1,12]; erhalten wir zunéchst

/ Cealtpt(5)en(sT) As = ealt,7) / " ea(r, ot (8))en(s,7) As =

tl tl

= ea(t>T)/ zeea(p+(8)75)eb9a(877) As =

t1

eu(t.7) / T eealp(9):8) (7 o (s r) As =

(boa)(s)
= ealt, )/tl b(s) — a(s) As.

(8.18)

(a) Offensichtlich gilt die Behauptung (a) fiir ¢ = b und andernfalls resultiert aus (8.18) wegen der

Konstanz von b(s) — a(s) sofort

ta (8i8) ea(t7 7_) ta B
/tl €a(t7p+(s))eb(sa7—) As = m ‘/t1 (Aleb@a)(s77') As =
_ ea(tv T)
~ b(t2) —alty) [eba(tz; ) = evoalty, 7)]-

(b) Wegen |b — a] > 0 kénnen wir abschiitzen

t2 (8:18) e, (t,7) [
/ ea(t,p(s))ep(s, 7) As < ( )/ (Arepoa)(s,7) As =
ty [b—al Ji,
t
= a(t,7) [eboa(te, T) — epoa(ti, T)] fiir alle t; < ¢s.

[b—a

(¢) Man erhélt aufgrund |a — b] > 0 analog zu (b)

t2 (8.18) f2 1
/ ea(t,pt(s))ep(s,7) As =" eq(t,T) / (—Arepoa)(s,7) As <
a

n o als) —b(s)

ea(t,T) [T B
< o / (—Aresea)(s,7) As =
ea(t,T)

= [eboa(t1, T) — epoa(te, 7)) fiir alle t1 < ¢,

la—b]

womit alles gezeigt ist.



9 Integralungleichungen

Die Gronwall-Ungleichung besitzt zahlreiche Anwendungen in der Stabilitdtstheorie. Daher ist sie von
grundlegender Bedeutung, um eine qualitative Theorie dynamischer Gleichungen zu betreiben. Wir be-
weisen nun eine hinreichend allgemeine Version fiir auf Maflketten definierte Abbildungen und formulieren
sodann einige Folgerungen.

Satz 9.1 (Gronwall-Lemma): Gegeben seien ein Zeitpunkt 7 € T, S € {T;, TS} und rd-stetige Funk-
tionen a,u : T — R, sowie b € G:‘dR(T”, R). Dann folgt aus der impliziten Integralungleichung

u(t) < a(t) + /t b(s)u(s) As fiir allet € S (9.1)
die explizite Ungleichung:
t +
) <alt) + [ alpente @) as foraie { ST N2 92)

Bemerkung 9.2: (1) Fiir die Zeitskala T = R entspricht der Satz 9.1 gerade dem Gronwall-Lemma aus
AMANN [3, p. 99]. Im Fall der Zeitskala T = Z finden sich Gronwall-Lemmata etwa bei AGARWAL [1,
pp. 182-190]. Bei Resultaten auf beliebigen Maflketten vergleiche man HILGER [25, Theorem 10] und
OzGUN, ZAFER & KAYMAKGALAN [37, Theorem 4.1, Theorem 4.2].

(2) Gilt b(t) < 0 fiir alle t < 7, so ldsst sich unter der etwas stirkeren Voraussetzung
(T4 p*(@)b()) u(t) <alt)+ /T b(s)u(s) As fir allet <7
¢
die Abschéitzung
(14 p*(@)bt)) u(t) < alt) + /T a(s)b(s)ep(s,t) As firallet <7
¢
nachweisen.

Beweis: Wir betrachten lediglich den Fall S = T} und b(¢) > 0 und definieren die rd-stetig-
differenzierbare Abbildung w : T"* — R,

w(t) := ep(T, t)/ b(s)u(s) As. (9.3)

Dann folgt nach der Produktregel aus Satz 6.10(b)
¢

wB () E) ey(r, pt (0)b()ult) — b(t)es(r, p* (2)) / b(s)u(s) As =

(9.1)

t
= b(t)ep(T,pt (1)) <u(t) —/ b(s)u(s) As) < a(t)b(t)ey(r,pt(t)) fiir alle T <t
und wir kénnen den Mittelwertsatz 6.20(a) einsetzen:

w(t) =w(t) —w(r) < / a(s)b(s)ep(T,pt(s)) As fiir alle 7 < t. (9.4)

Eine zweite Anwendung der impliziten Ungleichung (9.1) fithrt auf

u(t) (9§3) a(t) + ep(t, T)w(t) (9§4) a(t) + /t a(s)b(s)ec(t,pt(s)) As fiir alle T <t

und damit auf die Behauptung. #

o6
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Unter etwas restriktiveren Voraussetzungen gelangt man nun zu handlicheren Abschétzungen.

Korollar 9.3: Ist die Abbildung a : T" — R unter den Voraussetzungen von Satz 9.1 differenzierbar, so
gilt die Abschdtzung

u(t) < ey(t, ) (a<7)+ / aA(S)eb(hp‘F(S))AS) fir alle {;g? %z gggi

Beweis: Mittels partieller Integration (vergleiche hierzu Satz 7.14(b)) erhélt man
(9. 2) t
u(t) / a (s)en(t, pt(s))] As =

= [ s)ep(t, s) — /Tt GA(S)eb(t,pJ“(t))As} _

es(t,7) (a(T) +/T a®(s)ep(1, pT(5)) As) fiir alle { i g g_ i:ﬁ: 28 i

also die Behauptung. #

Korollar 9.4: Ist die Abbildung a : T" — RS’ unter den Voraussetzungen von Satz 9.1 monoton, so gilt
die Abschitzung

u(t) < < max a(5)> eb(t,T) f’u’f’ alle { te Ti, falls b(t)

>0
se{r.t} teT,, fallsb(t) <0

Bemerkung 9.5: Die beiden Korollare 9.3 und 9.4 sind offenbar insbesondere fiir konstante Funktionen
a anwendbar und liefern dann gleiche Resultate.
Beweis: Aufgrund der Monotonie von a erhalten wir die Abschéitzung

(9.2)

ut) < alt)+ [l p+< ) As <

< (max a( ) ( b(s)ey(t, pT(s))] As) =
se{r,t}
= ( max_a( > ( Aer)(t s) As) =
se{r,t}
_ a (2, fir alle 4 L€ T, falls b(t) > 0
= | max, a(s) 7) fir t e T, falls b(t) < 0
und damit die Behauptung. #

Korollar 9.6: Unter den Voraussetzungen von Satz 9.1 mit b : T" — R\ {0} folgt aus der impliziten
Integralungleichung

t
u(t) < / [a(s) + b(s)u(s)] As fiir alle t € S (9.5)
die explizite Abschdtzung

t +
) < [ ettt o) as g ate { €T R0

Beweis: Wir definieren zunéchst die Abbildung w : T* — R, w(t) := u(t) + %. Die vorausgesetzte

Ungleichung (9.5) lautet nun

w(t) — Z((g < /Tt [a(s) +b(s) (w(s) - ‘;8)} As = /Tt b(s)w(s) As fiir alle ¢ € S.
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Aus der dquivalenten Abschétzung

w(t) < Z((; + /Tt b(s)w(s)As firallet e S

folgt nun mittels des Gronwall-Lemmas 9.1(a) einerseits

~—

w(t) (9;) Zg)) + /t a(s)ep(t, pt(s)) As fiir allet € S

und nach Riicksubstitution

¢
, t e Tt falls b(t) > 0

+ T =
u(t) S/T a(s)ep(t,p"(s)) As fiir alle {te T-. falls b(t) < 0 °

also die Behauptung. #

Lemma 9.7 (Dichotomie-Ungleichungen): Gegeben seien die reellen Konstanten C1,Cy > 0, die
Wachstumsraten a,b € doR(T”7 R) mit

a<10<b, ﬁ:ng(L_ZJ—FLiJ)G[O,I)R

sowie eine beschrinkte Funktion u € C.q(T,R{).

(a) Dann folgt aus der impliziten Integralungleichung

u(t) < Chreq(t, 7) + Cs (/ eq(t, pT (r))u(r) Ar + /too ep(t, p (r))u(r) Ar) fiir alleT <t (9.6)

die explizite Ungleichung

% e . o (t,7) firalleT <t (9.7)

<
u(t) < T gCat 22,

(b) aus der impliziten Integralungleichung

t

u(t) < Crep(t,s) + Co </ eq(t, pt(r))u(r) Ar + /S ey(t, pT (r))u(r) Ar) fiirallet <t =<s

t

folgt im Fall f_%,u*(t) < 14 p*(t)b(t) (fir alle t € T ) die explizite Ungleichung

Ci .
T 0eb7%(t,s) fiir alle 7 <t < s.

u(t) <
Beweis: (a) Es sind zwei Fille zu unterscheiden:
1. Fall: Es gelte limy o u(t) = 0. Wir definieren die Funktion w : T} — Ry, w(t) := sup,<, u(s), welche
offenbar monoton fillt. Dariiber hinaus existiert zu jedem ¢ € T} ein ' € [t, 00) mit

w(t) =u(t') =w(r) firallese[t,t]p. (9.8)

Ersetzt man ¢ durch ¢’ in (9.6), so folgt

e}

< Cieg(t', 1)+ Oy (/ ea(t', pT(r))u(r) Ar +/ er(t', pT (r))u(r) AT) fiir alle 7 < ¢/

t
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und damit
wlt) < Crealt', )+ ( / et ) Ar + | et e m) -
= Cieq(t',7) + Cs /Tt ea(t', pT(r))u(r) Ar +
+Cs </tt ea(t', pT(r))u(r) Ar + /t/oo er(t', pT (1)) w(r) Ar) <
. :

Creq(t', ) + Cy / eq(', pt(r))u(r) Ar +

T

+Cow(t) </t ea(t', pt(r)) Ar + /tloo e, pt(r)) AT> <

t

< O1€a(t/,7)+02/

T

ea(t', pt(r))u(r) Ar + Cow(t) (L—laj + Ul?J) fiir alle 7 < t.

Unter Beriicksichtigung von 9 € [0,1), a < 0 und ¢ < ¢’ ergibt dies nun

c, Cy [* N
— Ar  fiir alle 7 <
1,196“(t77)+ o eq(t,pT (r))u(r) Ar fir alle 7 < ¢

w(t) <

und mit der Funktion v : TF — R, v(t) := eqq(t, T)w(t) folgt daraus

Cl Cg ¢ ’U(T‘) .
< Ar  fir alle 7 < ¢t.
_1—79+1—19/Tl+,u*(r)a(r) r Hiraller 2t

Nun kann das Gronwall-Lemma 9.3 eingesetzt werden und liefert v(t) < e (t,7) fiir alle 7 < ¢ mit

v(t)

-9
b(t) := m%, nach Definition von v und w also
o .
u(t) < - ﬂea+%(t,7) fiir alle 7 < ¢, (9.9)

d.h. die behauptete Ungleichung (9.7).
2. Fall: Fortan sei w nur noch beschréinkt auf T}. Fiir ein 3 € (0, [b])y setzen wir vg(t) := eqp(t, 7)u(t)
und erhalten lim;_,o, vg(t) = 0. Aus (9.6) folgt fiir vz damit

0 < wvt) <

~ te, ot (r e ,pt(r
(9§6) Creqop(t,7) + Co </ Mvg(r) ArJr/t Wﬂg(r) Ar) <

eacp(t, pT(r))vg(r) Ar + /too evos(t, pT(r)vs(r) Ar) . (9.10)

t

< Cleagg(t,T) + Cy </

Also ldsst sich der erste Fall auf die Funktion vg unter der Voraussetzung (9.10) anwenden und liefert
analog zu (9.9)

4 .
va(t) < = ﬂge(aeﬁ)Jrl,céﬁ (t,7) fiiraller <t

mit ¥ 1= Cy (Lf(aleﬁ)j + Lbelﬁj ) Beachtet man nun die Definition von vg und bildet den Limes 38\ 0,
so folgt

0 < u(t) <

l_ﬁeaJr%(t,T) fiir alle 7 < ¢,

also die Behauptung.
(b) Man geht entsprechend zu (a) vor. #



10 Kontraktionsprinzipien

Gerade im Bereich der nichtlinearen Analysis fiihrt eine grofie Anzahl von Problemen auf Fixpunktglei-
chungen. Im Kontext der Maflketten sind etwa die Losungen dynamischer Gleichungen als Fixpunkte
einer Integralgleichung definiert.

Wir erkléren schon jetzt eine wichtige Voraussetzung, welche eigentlich erst spéter im Problemkreis der
Existenzaussagen fiir die Losungen dynamischer Gleichungen relevant wird.

Im Folgenden sei (T, <, i) stets eine beliebige Maflkette.

Definition 10.1 (rd-Stetigkeit): P sei ein Banach-Raum. Eine Funktion f : X X P x T — X heifst
rd-stetig, falls fiir alle Paare (xo,po) € X X P gilt:

(i) Zu jedem rechts-dichten oder mazimalen to € T ist f stetig in (xo,po,to),

(i) zu jedem links-dichten to € T existieren die beiden Grenzwerte

lim x;p, to), lim z;p,t).
PR ALY (mt);(ico,po,to)f( p1)
0

Die Menge aller solchen Abbildung bezeichnen wir mit Crq(X x P x T, X).

Ein primér fiir die Beweistechnik dieses Kapitels, aber im weiteren Verlauf der Arbeit eher sekundéres
Hilfsmittel, stellt die folgende Definition bereit.

Definition 10.2 (die Abbildung f7!): P bezeichne einen Banach-Raum. Mit einer rd-stetigen Abbil-
dung f : X x P xT — X und festem 7 € T* definieren wir die Funktion f7 : X x P x T — X
durch

f(z;p,t) fir (z,p,t) € X X P x (—00,T)p
fT] (z;p,t) = lim fly;q,8)  fir (z,p,t) € X x P x {7}
(y,qVS);g,p,T)

Bemerkung 10.3: (1) Fiir stetige Abbildungen f : X x P x T — X gilt offenbar die Identitit
f(z;p,t) = f(z;p,t) auf X x P x T%.

(2) f7) stimmt lediglich fiir Zeitpunkte t € LD(T)NRS(T) nicht notwendig mit der Restriktion f| XxPxT-
iiberein, wie die Abbildung f(z;t) := p*(t)z auf der Zeitskala T = Z + [0, %]R demonstriert.

Die ZweckméBigkeit der Abbildung f ™) bei gleichméiBigen Kontraktionsprinzipien wird im Rest dieses Ka-
pitels deutlich werden. Bevor wir jedoch dazu kommen, sind noch einige ihrer elementaren Eigenschaften
zu formulieren.

Lemma 10.4: Geniigt eine Abbildung f € C.q(X x P x T, X) der globalen Lipschitz-Bedingung
If(@;p,t) = f(@:p,0)|| < L(t) lo — 2| fir allet € T, 2,2 € X, pe P (10.1)

mit einer Funktion L € C.q(T", ]R(T), so auch ft mit der gleichen Lipschitz-Konstanten L.

Beweis: f und f'! kénnen nur zu Zeitpunkten ¢, € LD(T) N RS(T) nicht iibereinstimmen. Sei also
tg € T* links-dicht und rechts-zerstreut, sowie (¢, )nen eine Folge in (—o0,tg)r mit dem Grenzwert t.
Dann gilt offenbar

(10.1)
[f(zsptn) = f(@pta)| < L(tn) ||z — 2| firalleneN z,zeX, peP,

womit die Behauptung durch Grenziibergang n — oo nach Definition 10.2 folgt. #

60
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Am Anfang steht ein fundamentales Resultat.

Lemma 10.5 (Kontraktionsprinzip): Es sei X ein Banach-Raum und f : X — X eine Kontraktion,
d.h. es existiert eine Konstante L € [0,1), mit

lf(z) = f(@)| < Llz—zZ|| firallex,zeX.

Dann hat f genau einen Fizpunkt x* € X.
Beweis: Einen Beweis findet man etwa in LANG [35, p. 360, Lemma 1.1]. #

Weiter benttigen wir Informationen dartiber, wie sich die Losungen von Fixpunktproblemen verhalten,
wenn sich darin vorkommende Parameter stetig dndern.

Korollar 10.6 (gleichmifliges C°-Kontraktionsprinzip): Gegeben seien die zwei Banach-Rdiume
(X, 1D, (P, ]])) und die Abbildung f : X x P x T — X mit den Figenschaften:

(i) f ist eine gleichmdfige Kontraktion in (p,t) € P x T, d.h. es existiert eine L € [0,1)g mit

Vf@p,t) — F@p, )| < Lllw— 2| fir alle 2,5 € X, pe P, t T, (10.2)
(i1) f(z;+) € (€ X Cprg)(P x T, X) fiir jedes x € X.
Dann gilt:
(a) f(:;p,t) : X — X hat fir jedes (p,t) € P x T genau einen Fizpunkt *(p,t) € X, d.h. es existiert
eine Funktion ©* : P x T — X mit der Eigenschaft f(x*(p,t);p,t) = z*(p,t) auf P x T,
(b) z* € (€ x Crg)(P x T, X) und
(c) z* € (Cx C)(P xT,X), falls f(x;-) € (Cx C)(P x T, X) fiir jedes x € X.
Beweis: (a) Da die Abbildung f(-;p,t) : X — X nach Voraussetzung eine Kontraktion — mit von den
Parametern (p, t) unabhiingiger Kontraktionskonstante L — ist, folgt die Existenz und Eindeutigkeit des

von (p,t) € P x T abhingigen Fixpunktes x*(p,t) € X unmittelbar aus Lemma 10.5. Es bleiben die
behaupteten Stetigkeitsaussagen zu zeigen.

(b) Fiir beliebige Paare (p, t), (po,to) € P X T gelten die Fixpunktbezichungen

f@*(p,t);p,t) = 2% (p, 1), f(x*(po,to):po, to) = =™ (po, to) (10.3)

und es resultiert die Abschiatzung

2" (0, ) — 2 (po, to)|| "= [ £ (2" (0, £): . ) — F(2* (Do, t0): pos o) | <
< f @ (1), t) — f(2" (po, to); o )| + 11 f (2 (Po, to); v, 1) — f(2™ (o, to); po, to)|| <

(10.2)
< L|z*(p,t) — 2" (po, to)|l + [ f (=" (po, to); P, t) — f(x" (o, to); po,to)ll ,

woraus man 1
% (p,t) — =" (po, to) || < -1 [ f(z*(po, to); p, ) — f(z™ (o, to); po, to) | (10.4)

erhilt. Hieraus ergibt sich die Stetigkeit der Fixpunktfunktion z*(-,¢y) mittels der vorausgesetzten Ste-
tigkeit von f(z*(po,to), ", t0), indem man in (10.4) ¢ := ¢y setzt und den Limes pT( betrachtet. Um die
rd-Stetigkeit von x*(po, -) zu zeigen, unterscheiden wir zwei Félle:

1. Fall: tg € RD(T) oder g ist T-maximal. Dann ist f(x*(po,to), Po, -) nach Voraussetzung (ii) und Defi-
nition 7.3 stetig in ¢g. Durch Grenziibergang ¢t — to in (10.4) folgt auch die Stetigkeit von z*(po, ) in to.
2. Fall: to € LD(T) N RS(T). Wegen Lemma 10.4 ist auch f?!(-;pg,t9) : X — X eine Kontraktion und
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besitzt daher nach Lemma 10.5 einen eindeutigen Fixpunkt z¢g € X. Fiir ¢t < ¢y erhélt man analog zur
(10.4) die Abschétzung

. 1
H$ (pﬂvt) - QL'()H S ﬁ Hf(l'o;pmt) — fto](xo;po,to)H )

deren rechte Seite konvergiert fiir ¢ / o nach Definition der Abbildung f *! gegen 0, womit der Grenzwert
limy_~, x*(po, t) existiert.

Zusammenfassend ist 2*(po, -) dann rd-stetig.

(c) Bei stetigem f(x;po,-) folgt die Behauptung wie unter b im obigen 1. Fall. #

Wir werden das gleichmiilige C°-Kontraktionsprinzip aus Korollar 10.6 auch in einer etwas spezielleren
Form benétigen. Sie ist eine unmittelbare Konsequenz und betrifft die Losbarkeit gewisser parameter-
abhéngiger Gleichungen, deren rechte Seite nur durch eine (gleichmiflige) Kontraktion von der Identitét
abweicht.

Korollar 10.7: Die Abbildung F : X x P x T — X sei eine gleichmdfige Kontraktion in den Variablen
(p,t) EP X T und g : P x T — X eine beliebige Funktion. Dann gilt fiir die Fixpunktgleichung

T = F(vaa t) +$0(p, t)

(a) Sie hat fiir jedes (p,t) € P x T genau eine Lisung x(p,t) € X, d.h. es existiert eine Funktion
x:PxT— X mit der Eigenschaft x(p,t) = F(x(p,t);p,t) + xo(p,t) auf P x T,

(b) € (CxCrg)(PxT,X), falls x9, F(&;-) € (C X Cprq)(P x T, X) fiir jedes £ € X gilt.

Beweis: Die Aussagen (a) und (b) resultieren aus den entsprechenden Behauptungen von Korollar 10.6.
Wir gehen daher nur auf die Aussage (b) ein. Mit der Funktion F' ist auch durch

f(x;p,t) := F(x;p,t) + 20(p, t)

eine in (p,t) € P x T gleichméBige Kontraktion f : X x P x T — X gegeben und zwar unabhéngig von
der Funktion zy. Weiter ist f(&;-) nach Voraussetzung fiir jedes £ € X aus (€ x C.q)(P x T, X’). Dann
folgt die Behauptung (b) sofort aus Korollar 10.6, angewandt auf die Abbildung f. #

Das gleichméBige C%-Kontraktionsprinzip aus Korollar 10.6 lisst sich jetzt dahingehend verschérfen, eine
C™-Abhéngigkeit der Fixpunkte gleichméfiger Kontraktionen der Klasse €™ vom Parameter zu garan-
tieren. Man vergleiche dazu unter anderem HALE [19, p. 7, Theorem 3.2] oder CHOW & HALE [11, p. 25,
Theorem 2.2]. Wir wollen diese Aussage nun auch auf Abbildungen verallgemeinern, die von Parametern
aus Maflketten abhéngig sind.

Satz 10.8 (gleichmifliges C™-Kontraktionsprinzip): Vorgegeben seien die beiden Banach-Rdume
(X, -1, (P, I-]) und die Abbildung f: X x P x T — X mit den Eigenschaften

(1) f ist eine gleichmdifSige Kontraktion in (p,t) € P x T, d.h. es existiert eine Konstante L € [0,1)g
mit

I f(z;p,t) — f(Z;p,t)|| < Lz —z|  fir alex,z € X,pe P, teT, (10.5)

(i) fe (@™ xer)(X xPxT,X) firme Ny, ne{0,1}.
Dann gilt:

(a) f(:;p,t) : X — X hat fir jedes (p,t) € P x T genau einen Fizpunkt x*(p,t) € X, d.h. es existiert
eine Funktion z* : P x T — X mit der Eigenschaft f(x*(p,t);p,t) = x*(p,t) auf P x T,

(b) z* € (€™ x € )(P x T, X) und z* € (€™ x C)(P x T, X), falls f € (C™ x C)(X x P x T, X),
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(¢) im Fall m € N geniigt (D12*)(p,t) € L(P; X) der Operatorengleichung

T = (Dof)(@"(p, £); p, )T + (D2 f)(x" (p, 1); p, ) (10.6)

und im Falln =1 geniigt (Aqz™*)(p,t) € X der Gleichung

T = [/O (D1f)(z*(p,t) + sp* (H)z;p, pT (£) ds| z + (Asf)(z* (p, 1); p, t). (10.7)

Bemerkung 10.9: Man beachte hierbei, dass die Gleichung (10.7) fiir die Ableitung nach ¢ € T im
Gegensatz zu (10.6) im Allgemeinen, d.h. in rechts-zerstreuten Punkten (beachte p*(¢) > 0), nichtlinear
ist.

Beweis: Als Vorbereitung halten wir fest, dass Dy f nach POTZSCHE [38, p. 154, Lemma A.3.2] wie folgt
global beschréankt ist

[(D1f)(@;p )]l gy <L <1 firalleze X, peP, teT. (10.8)

(a) Die Aussage (a) des Satzes folgt mittels des gleichméBigen €°-Kontraktionsprinzips in Korollar 10.6(a).

(b) Die Behauptung beziiglich der Regularitiit der Funktion z* : P x T — X beweisen wir in zwei
Schritten. Zunéchst resultiert die Aussage (b) fiir m = n = 0 wieder mittels Korollar 10.6(b) und (c).

(I) Behauptung: Fiir jedes to € T ist die Abbildung z*(-,tg) : P — X m-mal stetig differenzierbar.
Begriindung: Es seien n € {0,1} und p € P, ¢y € T beliebig, aber fest. Wir gegen induktiv iiber m € N
vor und zeigen die Behauptung zuniichst fiir m = 1. Es gilt dazu analog zur Beziehung (10.4) im Beweis
von Korollar 10.6 fiir beliebige p, h € P die Ungleichung

* * 1 * *
l2*(p + by to) = 2™ (p, to)ll < 7= IF (2" (P, to); p+ B to) — f(2™(p,0); 2, o)l
womit nach dem Schrankensatz

* * 1 *
||(E (p + h,to) - (p7 tO)H < 1- 17 Es[léli] ||(D2f)((E (p> tO);p + sh, tU)HL‘(P;X) |h‘ (109)
s€[0,1]p

resultiert. Fixiert man einen beliebigen Parameterwert pg € P und definiert nun die reelle Konstante
C1(po, to) := [|(D2f)(z" (po. to); Po, to)ll (p,a) + 1, so ergibt sich — da (D2f)(+;-,t0) und x*(-,to) stetig
sind — die Existenz eines 6 = d(po, o) > 0 mit

S[Up] [(D2f)(x*(p, to);p + Sh,fo)”g(p;x) < C1(po, to) (10.10)
s€(0,1]p

fiir alle p € Bs(po) und h € Bs(0). Fiir diese beiden Vektoren p und h resultiert dann aus der Abschétzung
(10.9)

< C1(po, to)

lz"(p + hs to) = 2" (p, to) | < == Al (10.11)

zu jedem pg € P existiert also eine Umgebung Bj(pg), auf der 2* einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Man
betrachte jetzt die lineare Operatorengleichung

T = (D1f)(@"(p,to);p, to)T + (Daf)(x" (s to); p, to) (10.12)

in £(P; X). Dieser lineare Raum ist mit X vollsténdig (siehe hierzu LANG [35, p. 66]), womit nach Korollar
10.7(a) und Beziehung (10.8) die eindeutige Losbarkeit der obigen Operatorgleichung (10.12) folgt; ihre
Losung sei mit T'(p,to) bezeichnet. Sie hingt stetig von p € P ab, da die rechte Seite in (10.12) stetig
im Parameter p ist. Nun bleibt noch die Differenzierbarkeit der Fixpunktfunktion z*(-,%p) : P — X in
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einem beliebigen, aber festen Punkt py € P zu zeigen. Fiir jedes Element h € P erhilt man aus dem
Mittelwertsatz der Differenzialrechnung in seiner Integralform die Identitéit

z*(po + h,to) — ™ (po, to) — T'(po, to)h =

= f(@"(po + h,t0);posto) — f(x"(po,to); po, to) +
+f(x*(po + hyto);po + h,to) — f(x™(po + h, to); po, to) — T'(po, to)h =
UL J (@™ (po + h,to);po,to) — f(x" (po, to); po,to) — (D1.f)(x* (o, to); o, to)T (po,to)h +
+f (@ (po + hyto); po + h,to) — f(x™(po + R, to); po, to) — (D2f)(x™(po, to); po, to)h =

= {/o (D1f) (" (po, to) + s(x* (po + h,to) — " (po, to)); Po, to)—
—(D1.f)(x"(po,to); po, to) ds] (™ (po + h,to) — 2™ (po, to)) +
+ [/0 (Do f)(x*(po + h,to); po + sh,to) — (Daf) (2 (po,to); po, to) ds| h +

+(D1.f) (" (po, to); pos to) (x™ (po + h,to) — =™ (po, to)) —
—(D1f) (@™ (po,to); Po.to)T (po, to)h =

(D
= [/0 (D1f) (@™ (pos to) + s(z™(po + R, to) — 2" (pos to)); po, to) —
7(D1f)(x*(p07t0);p07t0) ds (l'*(po + ha tO) - l'*(po,to)) +

1
+ {/o (D2 f)(x"(po + h,to);po + sh,to) — (D2.f)(z*(po, to); po, to) ds| h +
+(D1.f)(x" (o, to); pos to)(x™ (po + h,to) — 2™ (po, to) — T'(po, to)h).

Um an dieser Stelle die leicht zu verifizierende Charakterisierung von Differenzierbarkeit aus SIEGMUND
[41, p. 85, Lemma A.1] einsetzen zu konnen, folgt durch normweise Betrachtung mit Beziehung (10.5) fiir
alle h € Bs(0) (mit dem § = §(po, to) aus der Beziehung (10.10)) die Abschéitzung

2" (po + h,to) — " (po, to) — T'(po, to)h|| <

: /0 (D1 f)(x*(po, to) + s(@*(po + hyto) — x*(pos to)); Po, to) —

1-L

IN

1l 2y

—(D1f)(z"(po,to): po, to) ds 1-L

(10-11) ' (po, to)
(1-1)

— (D1f)(x" (po, to); po,to)Hﬁ x) ds +

|2 (po + hy to) — =" (po, to)|| +

LX)

1
/o (D2 f)(x"(po + h,to); po + sh,to) — (D2f)(z"(po, to); po, to)s ds |h| <

L(P;X)

/o [(D1f)(x*(po, to) + s(x™(po + h,to) — 2" (o, t0)); Po, to)—

S
1- L
1
/ [(D2f)(z"(po + h,to); po + sh,to) — (D2 f)(z” (po, t0); Pos to)ll z(p; ) Sds} |h| < r(h)|hl,

0
wobei das Restglied r : Bs(0) — Ry durch
C 7t * * *
CLot0) quy (Do) (00 to) + £ (0 + ) — 2" (9o 10)): o to) -
(1 - L) te[0,1],
— (D1f)(@" (po, to); po, to)ll gy +

11l 2 sup
1-L te[0,1],

r(h) =

[(D2f)(z*(po + h, to); po + th,to) — (D2f)(z* (po, to); pos to) | ;)
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definiert ist. Nach SIEGMUND [41, p. 85, Lemma A.1] ist nur noch lim,_,o (k) = 0 nachzuweisen. Das gilt
aber wegen der Stetigkeit von (D1 f)(-;-,%0), (D2f)(+; -, to) und 2*(-,t9) in p. Damit ist die Fixpunktfunk-
tion x*(-,t9) im Punkt py € P differenzierbar und besitzt dort die Ableitung T'(py, to), mit dem stetigen
T(-,tg): P — L(P;X). Noch offen ist der Induktionsschritt m — m 4 1. Nach Induktionsvoraussetzung
gelte also z*(+, o) € €™ (P, X) fiir ein m € N. Die Abbildung f(-; -, to) ist (m+1)-mal stetig-differenzierbar.
Aufgrund der Beziehung (D12*)(p,to) = T'(p, to) fir jedes p € P hat die Operatorgleichung (10.6) nun
die Form

(D12")(p,to) = (D1f)(2"(p,t0); . to) (D127)(p, t0) + (D2f)(z" (p, to); ps o) auf P; (10.13)

dies ist eine Fixpunktgleichung mit m-mal stetig-differenzierbaren Funktionen (beziiglich p). Die An-
wendung des obigen Induktionsanfangs m = 1 auf die Gleichung (10.13) liefert die m-malige stetige
Differenzierbarkeit von (D1z2*)(-,t9), d.h. es gilt z*(-,t9) € C™T1(P, X).

(IT) Behauptung: Fiir jedes pg € P ist die Abbildung x*(po,-) : T — X m-mal rd-stetig differenzierbar.
Begriindung: Es seien pg € P und m € Ny fest vorgegeben. Die rechte Seite der Gleichung (10.7) hiingt
rd-stetig von ¢ ab und ist wegen (10.8) eine gleichmiilige Kontraktion in (p,t); zur rd-Stetigkeit beachte
man hierbei das Beispiel 7.6 und den Satz 7.5(a). Wegen Korollar 10.7 hingt ihre eindeutige Losung
x(po,t) € X dann auch rd-stetig von t ab. Es sei jetzt n = 1. Da die Abbildung f(z*(po,to); po, ) nach
Voraussetzung (ii) differenzierbar, also insbesondere stetig ist, muss daher auch z*(py, -) wegen Korollar
10.6(c) stetig in ¢ sein. Aufgrund Satz 6.7(a) ist x*(pg, -) daher zum Zeitpunkt tg € RS(T) differenzierbar
und die Ableitung (Agx*)(po,to) € X erfiillt auch die Fixpunktgleichung (10.7), denn es gilt

. ©.3) *(po, p* (to)) — *(po,to)
(B227)(po. o) "= : uo*(to) =

_ f(@* (po, p* (t0)); po, p* (o)) — f(x*(‘Povto);Poato):
1*(to)
_ @ (po, p* (t0)); po, p* (to ))—f(x*(po,to);po7p+(to)>+
w*(to)
+f(l‘*(po,to);po,ﬁ' (to)) = f(="(Po, to); Po, to) _
w* (to)
2| D)@ (s to) + (0" (. 0)) = o)) oo 1))
2o QoD 2T P0I0) 4 () st o) =
(6.3)

D[] (D41 ot + 5 (00) 8525 )i o 000 5] (B ) +
+(Asf)(@" (po, to); po, to)-

Nun sei tg € RD(T) und folglich nimmt die Gleichung (10.7) wegen p*(to) = 0 die Form

z = (D1f)(z"(po, to); po, to)x + (A3 f)(x™(po, to); Po, to) (10.14)

an. Nach Definition der Differenzierbarkeit (vergleiche LANG [35, p. 333]) existiert auf einer Nullumgebung
U; C X eine Funktion r : U; — R, so dass f die Darstellung

f(z + hipo,t) — f(z;po,t) = [(D1f)(x;p0,t) +7(h)] h (10.15)

besitzt, wobei fiir das Restglied limp,_,o r(h) = 0 gilt. Andererseits gibt es wegen Satz 6.7(b) eine auf einer
T-Umgebung Us von ¢ definierte Funktion ¢(-,tg) : U3 — X mit

f($;p07t) - f(x;p()ato) = H’(tatO) [(ASf)(vaOatO) + w(t7t0)] (1016)

und limy_¢, ¥(t,t9) = 0. Es sei nun ¢ € (O, %) beliebig vorgegeben und U; C X, Uy C T 0.B.d.A. so
klein gewahlt, dass

|r(h)| <e fiir alle h € Uy, l(t, to)|| <e fiir allet € Uy (10.17)



66 10. Kontraktionsprinzipien

gilt. Mit der Abkiirzung v(,%0) := «*(po,t) — 2*(po, to) erhilt man dann die Gleichung

y(tto) = f(@"(po,t);po,t) — f(x"(po,to); o, to) =
= f(x"(po,to) + (L to); po,t) — f(x"(po,to); po,t) +

+f(@" (po, to); pos t) — f(z*(po, to); po, to) =

(10.15),
10.16 N *
B Dy )@ (pos to): pos ) (E to) + it o) (Ds £) (2" (po, to); po, to) +

und Ubergang zur Norm liefert
(&)l = [I(D1f) (" (Po, to); pos D)l oy 17 (Es o)l 4 [1(E to) [ [ (As f) (2™ (o, to); o, to)l +
+ (&, to)) Iy (Es o)l + [t o) leo(E, to) || <
(10.8

& (L o)) I )] +
+ |t to)] (II(Asf) (2" (po, to); pos to)ll + || (t, to)]]) <
(10.17

< ) (L + &) [y (t; to) I + [u(t: to)] (1(Asf)(x7 (po, to); po, to) || + €,

falls Us so klein gewihlt wird, dass v(¢,to) € Uy ist, was wegen der Stetigkeit von 2*(po, -) in rechts-dichten
Punkten tg € T moglich ist. Lost man die letzte Ungleichung nach ||y(t, o) auf, so folgt

(e, )] < T (1A )" (o, 0); posto) | + &) (e o) (10.19)

wobei die rechte Seite wegen € < % nicht negativ ist. Desweiteren gilt

(tto) — it to)z(po,t) = (D)@ (pos to); Por )Y(E: to) + 1t to)(As F) (@ (Po, to); Pos to) +

+r(y(t, to))y(t, to) + u(t, to)y(t, to) — u(t, to)x(po, to) =
[(D1£)(z"(Po, to); po, t) — (D1f)(x" (pos to); pos to)] (¢, to) +
+(D1f)(x" (po, to); pos to) [v(t, to) — p(t, to)x(pos to)] +
+T(7(ta to))’Y(t, tO) + ,U,(t, t0)¢(t7 tO) (1020)

(10.14)

und weil (D1 f)(z*(po,t0); po, ) : T — L(X) im o stetig ist, existiert eine Nullumgebung U; C U; mit
(D1 f) (" (po, to); pos t) — (Drf) (@ (po, to); posto) | < & fiir alle t € Uy
Normweise ergibt sich daraus mittels (10.20)

17 (2, t0) — p(t, to)z(po, to) || <
< [[D1f) (" (posto); po, t) = (D1f) (@™ (pos to); po, to)ll £y 17 (8, to)l] +
(DL (" (Pos to); Pos to) | 2 ey [17(E: t0) — pult; o)z (po, to)[| +
+ (v (s to)) | Iy (E o) || + |t o) 14(E, to)[| <
10.17

)
< el to)ll + LIyt to) — u(t,to)z(po, to)ll + € [1v(E, to) || + € [p(t, to)]

und damit
1y (2, t0) = u(t, to)z(po, to)l| < 37— [2[17(8,20) | + [u(t, to)l] -

Aus dieser Abschitzung resultiert schliefilich, indem man & > 0 nach oben durch % abschétzt, die
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Ungleichung
||7(t7 to) - Iu(t7 to)l’(po, to) H <

(1019) ¢ 9
< o [ @ vt ) +9) 1] e to)] <

4 . 3
e [ e e Gt )l + 7| bt o) =
= eCy(po, to, L) |u(t,to)| fiir alle t € Uy

IN

mit einer nur von pg € P, tp € T und L € (0, 1], abhéngigen Konstanten Ca(po, to, L) > 0. Laut Definition
6.1 ist *(po,-) : T — X damit differenzierbar im beliebig vorgegebenen Punkt ¢y € T mit rd-stetiger
Ableitung z(po, -). Den Beweisteil beendend gilt also z*(pg,-) € CL,(T, X).

(c) Die Aussage (c) ist eine unmittelbare Konsequenz der obigen Uberlegungen. #

Bemerkung 10.10: Die Argumentation in Schritt (I) im obigen Beweisteil (b) ist nach einem Resultat
aus POTZSCHE [38, pp. 157-160, Satz A.4.4] modelliert, welches wiederum einen Spezialfall von VANDER-
BAUWHEDE & VAN GILS [42, Theorem 3| darstellt. Der Schritt (II) konnte nicht ganz so kurz gefiihrt
werden, da auf beliebigen Mafiketten kein Mittelwertsatz in Integralform existiert. Statt dessen musste
mittels der Charakterisierung der Differenzierbarkeit aus dem Satz 6.7(b) argumentiert werden.

Beispiel 10.11: Die beiden Abbildungen f(-;p,t), f1(;p,t) : X — X miissen keineswegs den gleichen

Fixpunkt besitzen. Man betrachte auf der Zeitskala T = Z + [0, %}R etwa die rd-stetig von ¢ abhingige
Funktion f: R xR x T — R, f(x;p,t) := p*(t)x + p mit der rd-stetigen Fixpunktfunktion

* fir t € RD(T
it = L ={ @

1 — p*(t) 2p firt¢te RS(T)”’

wogegen das stetige fU(x;p,t) = p die stetige Fixpunktfunktion x3(p,t) = p fiir alle t € T besitzt.



A Symbolverzeichnis

Wir fassen hier einige speziell in dieser Arbeit eingefiihrte Notationen zusammen:

[ Symbol [ Beschreibung [ Seite ]
Spezielle Abbildungen:
pT Sprungoperator 5
p- Riicksprungoperator 5
“w Wachstumseichung 13
Ajx Vorwérts-Differenzenoperator 16
w* Kornigkeit 17
s Ableitung von f 22
AR F partielle Ableitung 22
X Bild von X unter einer Involution -* 27
fttlz I fttf f(t) At Cauchy-Integral 36
R verallgemeinerte Realteil-Projektion 47
R verallgemeinerter Realteil 48
S verallgemeinerte Imaginirteil-Projektion 47
$ verallgemeinerter Imaginérteil 48
En 47
Ip, 47
eq (komplexe) Exponentialfunktion 49
la] Infimum einer Funktion a 51
Spezielle Mengen:
T Zeitmenge 1
(T, %) Kette 1
T rechts-beschrénktes T-Intervall 1
']I‘:f links-beschrénktes T-Intervall 1
(r,8)p offenes T-Intervall 1
[r, 8)p halboffenes T-Intervall 1
(r, s]p halboffenes T-Intervall 1
[r, s]p abgeschlossenes T-Intervall 1
(a,o0)r offenes links-beschrinktes T-Intervall 3
(=00, b)p offenes rechts-beschrinktes T-Intervall 3
T Basis der Ordnungstopologie 3
RD(T) rechts-dichte Punkte von T [§
RS(T) rechts-zerstreute Punkte von T [§
LD(T) links-dichte Punkte von T 6
LS(T) links-zerstreute Punkte von T 6
(T, =, 1) MafBkette 13
ST nicht-ausgearteten Punkte von S 17
Sz Wertebereich einer Folge x als Zeitskala 19
Ch verallgemeinerte komplexe Ebene 46
Rp verallgemeinerte reelle Achse 46
Sh verallgemeinerte imaginire Achse 47
Funktionenrdume:
S(T, X) Raum der einfachen Abbildungen 34
Cra(T, X) rd-stetige Abbildungen 34
Cra(X X P X T,X) | rd-stetige rechte Seiten 60
el (T, x) rd-stetig-differenzierbare Abbildungen 37
C,qR(T,C) regressive Gruppe (in C) 48
dey(']l‘, R) positiv-regressive Gruppe 48
C,.q8(T, C) 48
Relationen und algebraische Verkniipfungen:
= lineare Ordnung auf T 1
< Relation auf T 1
< dynamisch-kleiner-gleich auf C’:rdﬁ(']f, R) 51
< dynamisch-kleiner auf @LIR(']I', R) 51
®n Addition auf Cp, 46
@ Addition auf €,.4R(T,C) 48
On Subtraktion auf C; 46
o Subtraktion auf €,qR(T, C) 48
Ohn Multiplikation auf Cj und Ry, 46, 48
o Multiplikation auf €} R(T,R) 48
Sonstiges:
—00, 00 universelle Schranken von T 2
supy S T-Supremum von S 2
infr S T-Infimum von S 2
maxrt S T-Maximum von S 2
ming S T-Minimum von S 2
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E
Ebene
komplexe
verallgemeinerte, 46
einfach, 34
Exponentialfunktion, 46ff, 49

asymptotisches Verhalten, 53

Eigenschaften, 50
dynamische, 49
reelle, 51

G

Grenzwert, 16
linksseitiger, 16
rechtseitiger, 16
uneigentlicher, 16

Gronwall-Lemma, 56

Gruppe
positiv-regressive, 48
regressive, 48

I
Imaginérteil
verallgemeinerter, 49
Imaginérteil-Projektion
verallgemeinerte, 47
Induktionsprinzip, 9
duales, 9
Integralungleichungen, 56ff
Integration, 34ff
durch Substitution, 38
partielle, 38
Involution, 27
Isotonie
strenge, 13
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Kette, 1, 1ff
bedingt-vollsténdige, 8
Umgebungsbasis, 7

Kettenregel, 25

Knoten, 9
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gleichméfige, 61, 62
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unbeschrinkte, 14
MaBkettenhomomorphismus, 14
Mafkettenisomorphismus, 15
Mittelwertsatz, 28
fuir reellwertige Funktionen, 31

N
nicht-ausgeartet, 17

(0)

Ordnung
dynamische, 51
lineare, 1

Ordnungstopologie, 3, 3ff
Separiertheit, 3

P

Parameterintegrale, 41
Differenzierbarkeit in P, 42
Differenzierbarkeit in T, 42
uneigentliche, 44

Produktregel, 25

Punkt
links-dichter, 5
links-zerstreut, 5
nicht-ausgearteter, 17
rechts-dichter, 5
rechts-zerstreut, 5

R
Raum
positiv-regressiver, 48
rd-stetig, 34, 60
differenzierbar, 37
Realteil
verallgemeinerter, 49
Realteil-Projektion
verallgemeinerte, 47
Regel
von de I’Hospital, 39
Reziprokenregel, 25
Riicksprungoperator, 5

S
Sprungoperator, 5, 5ff

Stammfunktion, 34ff, 37
Existenz, 37
Summation
Abel’sche, 39
Summenregel, 25

T
Teilkette, 1
TeilmaBkette, 14
Tripel

dynamisches, 22

U

Ungleichung
Bernoulli’sche, 52
Dichotomie-, 58
Gronwall-, 56, 57

Vv

Vor-Ableitung, 28
Vor-Stammfunktion, 35
vordifferenzierbar, 28

w
Wachstumseichung, 13

Z

Zeitmenge, 13

Zeitpunkte, 13

Zeitskala, 19, 19ff
Abgeschlossenheit, 21
Beschranktheit, 20
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inhomogene, 19
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